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 ها . گزاره 1

گوئیم. البته لزومی ندارد که ما    گزارهباشد )و نه هر دو( را یک    نادرستدرست یا  که    خبرییک جمله    )گزاره(.  1. 1تعریف  

درستی یا نادرستی جمله ای را بدانیم تا بگوئیم گزاره است یا خیر. همین که بدانیم در هر زمان و مکان تنها یکی از این دو  

 ارزش را دارد برای گزاره بودنش کافی است. مثلاً این جملات گزاره هستند:

 می گذرانید. )گزاره البته نه لزوماً درست!( 10ی بالای این درس را با نمره  -

 زوج است و اول. )گزاره درست(  2عدد  -

 فرد است. )گزاره نادرست( 2عدد  -

 عدد پی نسبت محیط دایره به قطر آن است. )گزاره درست(  -

 است. )گزاره نادرست(  14/3عدد پی برابر  -

از  هر عدد زوج    - جمع دو عدد اول می باشد. )این جمله که به حدس گلدباخ معروف است جمله ای است    2بزرگتر 

 خبری که درستی یا نادرستی آن تا کنون اثبات نشده اما بالاخره یا درست است یا نا درست و نه هر دو!( 

 هر عدد اول فرد است. )گزاره نادرست(  -

 رست(بعضی از اعداد اول فرد هستند. )گزاره د -

  همه مریخی ها قرمه سبزی دوست دارند! )گزاره(  -

-  lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
=  . )گزاره درست( 1

 اما جملات زیر گزاره نیستند:

 عددی اول است؟ )جمله خبری نیست.(   2آیا   -

مشخص نیست، در زمان ها و مکان ها و برای    "خوب"ی  هوا خوب است. )جمله خبری است اما چون معنای کلمه  -

 تواند هم درست و هم نادرست باشد.( مختلف، این جمله میافراد 

 مشخص نیست.( "او "او درس می خواند. )گزاره نیست چون منظور از  -

نادرست    - یا  درست  تواند  نمی  نیست چون  )گزاره  است!  دروغ  جمله  یک  آن هستید  خواندن  حال  در  که  جمله  این 

 باشد!( 

یا    عالم سخنره های مورد بحث ما در مورد عناصر آن بیان می شوند را  مجموعه ای که گزا )عالم سخن(.    2.  1تعریف  

 های بالا بصورت زیر قابل تفسیر است: می نامیم. به عنوان مثال عالم سخن در گزاره مرجعیا  مجموعه جهانی



 

4 

 هاست.  ای درمورد دانشجویان یا نمرات آنگزاره "می گذرانید 10ی بالای شما این درس را با نمره " -

 باشد.ی اعداد اول می ی اعداد صحیح یا مجموعهدر مورد مجموعه "هر عدد اول فرد است  "ی گزاره -

 ها قابل تفسیر است. ی دایرهیا در مورد همه 𝜋در مورد عدد  "عدد پی نسبت محیط دایره به قطر آن است "گزاره  -

عددی وجود دارد که در "ی  تواند اثر بگذارد. مثلاً گزارهدقت کنید که عالم سخن در درستی یا نادرستی یک گزاره می

2𝑥         یمعادله − 1 = ای درست  ی اعداد گویا گزارهی اعداد صحیح نادرست و در مجموعهدر مجموعه  "صدق کند  0

 باشد. می

جهول از عالم سخن  جمله ای خبری )عبارتی( که در برگیرنده یک یا چند متغیر یا م)گزاره نما و اسم نما(.    3.  1تعریف  

گوئیم. به  می  (اسم نما)   گزاره نماباشد و با تعیین این متغیرها یا مجهولات به یک گزاره )اسم خاص( تبدیل شود را یک  

 عنوان نمونه جملات زیر گزاره نما هستند:

 مجهول این جمله است.( "او  "او درس می خواند. ) -

- x  .عددی اول و فرد است 

 )اسم نما(  xعدد اول   -

 او )اسم نما(  -

 کتابِ ...  )اسم نما(  -

نماها با متغیری  ور مشابه گزارهبه طدهیم و  نمایش می  …و    𝑝  ،𝑞  ،𝑟ها را معمولاً با حروف کوچک انگلیسی مانند  گزاره

 دهیم. نمایش می و ...  𝑝(𝑥)  ،𝑞(𝑥) ،𝑟(𝑥)را با     𝑥مانند  

 

 . سورها 2

نماها را به گزاره تبدیل کرد. یک راه دیگر برای این کار بیان گزاره نما  توان با تعیین متغیرها گزارههمانگونه که گفته شد می

به عنوان مثال گزاره نمای    باشد.  عالم سخن می  یا یک گزاره وجودی )جزئی( در    x"بصورت یک گزاره عمومی)کلی( و 

اول است را به صورت کلی    "عددی  اگر آن  عدد طبیعی  "را در نظر بگیرید.  اول است  x  ،xبرای هر  به  "عددی  صورت  یا 

-ی بدست آمده گزاره خواهند بود و میتبدیل کنیم، هر دو جمله "عددی اول است xوجود دارد که،  xعدد طبیعی  "جزئی 

 ر بیان کرد:صورت زیهم، به xها را بدون متغیر ظاهری  توان آن

 "عدد طبیعی اولی وجود دارد"و     "همه اعداد طبیعی اول هستند"

 )که اولی گزاره ای نادرست و دومی گزاره ای درست است(.

برای عناصر عالم سخن بود و معنی و ارزش گزاره نما به آن    آزاددر گزاره نمای اصلی جایگاهی     xدقت کنید که متغیر  

شد و در حیطه یا محدوده ای معین از عالم سخن قرار گرفت    ظاهری  بعدی تبدیل به یک متغیروابسته بود، اما در عبارات  

های نوشته شده در  )تمام یا بخشی از عالم سخن( که می توانست حتی در عبارت ظاهر نگردد )مانند صورت های دوم گزاره

برای  "است و دو عبارت    مقید یا    پایبند لم سخن  بالا(! در این حالت می گوئیم که این متغیر به همه یا بعضی از عناصر عا

و سور    ∀شوند. برای خلاصه نویسی سور عمومی را با  نامیده می  سور وجودیو    سور عمومیبه ترتیب    "وجود دارد"و    "هر
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ای را برای یک  طور که در مثال بالا  دیدیم،  هر سور محدودهنمایش می دهیم. البته توجه داریم که همان  ∃وجودی را با  

( بلافاصله بعد   𝑥∃و     𝑥∀مشخص می کند و لذا به همراه هر سور همیشه یک متغیر می آید )مثلاً    xمتغیر ظاهری مانند  

و     𝑥 𝑝(𝑥)∀ از آن گزاره نمایی که معمولاً در برگیرنده آن متغیر )و شاید متغیرهای آزاد دیگر( باشد قرار می گیرد )مثلاً  

∃𝑥 𝑝(𝑥)   گاهی صرفاً برای تاکید یا جلوگیری از ابهام، عالم سخن، که متغیر مورد نظر از آن اختیار می شود، را جلوی .)

یا بصورت منفی   "دلخواه  xها یا به ازای هر  xبرای همه  "نویسیم. همچنین برای سور عمومی از عباراتی مانند  متغیر سور می

و نظایر    "  xیا برای دست کم یک مقدار    xبرای برخی از مقادیرِ    "جودی از عباراتی مثل  و برای سور و  "xبرای هیچ مقدار  "

 آن ها استفاده می کنیم. به مثال های زیر در این مورد دقت کنید. 

sin، مقدار 𝑥برای همه مقادیر حقیقی  - 𝑥 .)برابر صفر است )مقدار تابع سینوس در هر نقطه حقیقی برابر صفر است 

∀𝑥 ∈ ℝ  sin 𝑥 = 𝑥∀یا               0    sin 𝑥 = 0 

sin، مقدار  𝑥برای دست کم یک مقدار حقیقی    - 𝑥    برابر صفر است )مقدار تابع سینوس دردست کم یک نقطه حقیقی

 برابر صفر است(. 

∃𝑥 ∈ ℝ  sin 𝑥 = 𝑥∃یا               0        sin 𝑥 = 0 

 

 ها . ترکیب گزاره 3

های ساده با کمک حروف توانند جملاتی ساده و بدون حروف ربطِ زبان مورد استفاده باشند و یا از ترکیب گزارهها میگزاره

هایی که  شود. رابطی مرکب نامیده میدست آیند. در این صورت گزاره بدست آمده یک گزارهربط یا عملگرهای مشخص به

ها تقریباً یکسان هستند )حداقل در منطق کلاسیک مورد  ی زبانشوند در همهها حاصل میهای مرکب به کمک آنگزاره

ترکیب گزاره برای  روابط  این  از  تنها  بشر  عقل  استفاده میتوافق  برای گزارهها  رابط  𝑞و    𝑝 خواه  های دلشود(.  یا  این  ها 

 ز:  عملگرها عبارتند ا

نماد    نقیض گزاره:   - به معنی نفی گزاره     𝑝 ¬یا    𝑝 ~با  باشد، و می  𝑝نمایش داده می شود و  خوانیم چنین می 

کند. بنابراین نقیض یک گزاره تنها و  ی اصلی را منفی میایست که معنای گزاره. نقیض یک گزاره خود گزاره𝑝نیست که  

تواند صورت منفی شده آن جمله )با فعل  گزاره نادرست باشد. نقیض یک گزاره میتنها زمانی ارزش درست دارد که خود  

توان نقیض یک گزاره را نوشت اما درحالت کلی  ساز( باشد. اگرچه با این روش میمنفی شده یا با افزودن پیشوندهای منفی

که در تعریف نقیض گفته شد، معنا یا  این جمله منفی شده تنها نمایش برای نقیض این گزاره نخواهد بود. بلکه همانطور  

،  "فرد است  3عدد  "ی درست  ی نقیض باید متضاد معنا یا ارزش خود گزاره باشد. به عنوان مثال نقیض گزارهارزش گزاره

 های نادرست زیر باشد: تواند هر یک از گزارهمی

 فرد است.  3چنین نیست که عدد  -

 فرد نیست. 3عدد  -

 زوج است.   3عدد  -

 فرد است.  2عدد  -

-  2+2=5 . 
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  خود  بای  ظاهر  و یی  معنا  ارتباط  که  میریگ  کار  به  گزاره  ک ی  ضینق  عنوان  به  رای  اگزاره  که  میدار  دوست  شتریب  وجود  نیا  با

  م، یکنی  م  مطرحی  اصلی  گزاره  ضینق  عنوان  به  کمتر  را  بالا   مثال  آخر  یگزاره  دو  مثلاً.  باشد   مشهود  آن  دری  اصل  یگزاره

 . شودینم ده یدی اصلی گزاره  بای مشابهت هاآنی معنا در چون

ی  هاگزاره  ساختن  در  را (  کلماتی  معنای  جا  به  جمله  فعل  و   ظاهری  عن)ی  گزارهی  ظاهر  فرم  یِریبکارگ  که ی  گرید  مورد

  کی  حِیصح  عدد"  گزاره  ضینق  مثلاً.  استی  اصلی  گزاره  مفهوم  ضد  مفهوم  افتنی   در  اشتباه  جاد یا  سازد،یم  ترموجه  ضینق

  ح یصح  اعداد  مرجعی  مجموعه   در  واقع  در!  باشدی  نم  "است  یمنفی  عدد  کی  حِیصح  عدد"ی  گزاره  "است  مثبتی  عدد

ی  گاه  نیبنابرا.  است"  صفر  ا ی ی منف"ی  معن  به   "نامثبت"  کلمه  آن  ض ینق  بلکه  ست،ین  "یمنف "  کلمه  "مثبت"  کلمه  ضینق

 .  است سخن عالمی محدوده وی  معان در اریبس  دقت ازمند ین و  کند  اشتباه دچار را ما تواندی  م  کلماتی معنا کردنی منف

  آشکار  رای  اضیر  منطقی  صور  وجه  شان، یمعنای  جاه ب  هاآن  صورت  گرفتن  نظر  دری  عن ی  ها، گزاره  با  برخودی  نحوه  نیا

  ت یاهمی  سینویاضیر  در  چهآن  صورتهردر.  شودیم  گفته  زین  یصور  منطقی  گاهی  اضیر  منطق  به  لیدل  نیهم  به  و   کند یم

  باعث  نگارشی  نحوه  نیا  هرچند  عبارات؛  و  کلماتی  معان  و  نوشتار  یِظاهریی  بایز  نه  و  است  نگارش  وضوح  وی  درست  دارد،

 . باشد هاآن بودن نامأنوس و  بایناز ای عبارات شدنی طولان

𝑝  نماد  با  دوگزارهی  عطف  بیترک  و  ∧  با  عاطف  ای  عطف  رابط  ی:عطف   بیترک  و  عطف  رابط  -       ∧ 𝑞   ی م  داده  شینما-

 داشته   درست  ارزش  𝑞  و  𝑝  گزاره  هردو   که  است  درستی  زمان  تنها   و  تنها  که  ستیاگزاره  آن  و   ،𝑞  و   𝑝  میخوانیم  و  شوند

  است  فردی  عدد  9"  گزاره  مثلاً.  روند ی  م   کاربه  عطف  رابطی  معن   بهی  منطق  نظر  از  "اما "  و  "ی ول"  مانندی  کلماتی  گاه.  باشند

 . باشدیم "ستین اولی عدد 9 و است فردی عدد  9 "ی  معن  به "ستین اولی ول

 

𝑝  نماد   با  دوگزارهی  عطف  بیترک  و  ∨  با  فاصل   ا ی  فصل   رابطی: فصل ب یترک و  فصل  رابط  - ∨ 𝑞    شوند یم  داده   ش ینما  

  باشند  داشته  نادرست  ارزش  𝑞  و   𝑝  گزاره  هردو  که  است  نادرستی  زمان   تنها   و   تنها  که  ستیاگزاره  و  ،𝑞  ا ی   𝑝  میخوانیم  و

𝑝ی  برقرار  که  دیکن  توجه(.  باشد  درستی  بیترکی  گزاره  دو  ازی  کی  کم  دست  که  است  درستی  زمان  پس) ∨ 𝑞   ی  معن  به

  معمولاً.  کندیم  تفاوتی امحاوره زبان در "ا ی"  کاربرد  با ی  گاه لذا  و  باشد یم  ها گزاره نی ا هردو  ا ی  𝑞  گزاره  ای  𝑝 گزارهی  برقرار

 گفته   "جمع  مانعِی  ا ی "  فاصل  از  کاربرد  نیا  به  که  دو  هر  نه  و  است  گزاره  دو  نیا  ازی  ک ی  تنها  "𝑞  ا ی  𝑝  "  منظور  محاوره  در

-ی م  رد  نمره  ای یریگی می  قبول  نمره"  مییگویم ی  وقت  مثلاً (.  است  هم  با  گزاره  دو  هر  بودن  درست  از  مانعی  عن)ی  شودیم

  ص ی تشخی  برا.  است  جمع  مانع  "ای"  جا  نیا  در  پس.  فتندی ب  اتفاق   هم  با  گزاره  دو  هر  که  ستین  ممکن  که  میدانی  م  "یریگ

𝑝  نماد  با  "𝑞  ای  𝑝  ای"  عبارت  از  معمولاً  "ای"  از  نوع  نیا ∨ 𝑞  ای  و  𝑝 △ 𝑞   ی  ای  بای  بیترک  گزاره  نوع  نیا.  میکنی  م  استفاده

 . باشند درست گزاره دو  ازی ک ی قاًیدق که است درستی اگزارهی زمان تنها جمع مانع

  است  فردی  عدد  9"  گزاره  مثلاً.  روند یم  کاربه  فصل  رابطی  معن  بهی  منطق  نظر  از  "وگرنه"  و  "والا "  مانندی  کلمات ی  گاه 

 . باشدیم " است  زوجی عدد  9 ای  است فردی عدد 9 "ی معن به "باشدیم زوج وگرنه

 

𝑝  نماد   با   دوگزارهی  شرط  ب یترک  و  ⟶  با   شرط  رابطی:  شرط  ب یترک  و   شرط  رابط   - ⟶ 𝑞   و   شوندیم  داده  شی نما  

 گزاره.  مینامیم آن  جهینت  ای ی تال  ای  حکم  را  𝑞  وی  شرط   گزاره  مقدم  ای  فرض  را  𝑝  حالتنیا  در   . "𝑞  آنگاه   𝑝اگر"  میخوانیم

𝑝ی  شرط ⟶ 𝑞   فرض  که  است  نادرستی  زمان  تنها   و  تنها  𝑝،  جهینت  اما   باشد   درستی  اگزاره  𝑞،  داشته   نادرست  ارزش 

 (. باشد نادرست فرض ا ی باشند  درست  حکم و  فرض گزاره هردو  ای  که است درستی زمان  پس )  باشد

 : شوندیم  برده  کار  به "𝑞  آنگاه  𝑝اگر"ی جا به  ریز مانند ی  عباراتی  گاه  و شودی م گفته زین استلزام ،یشرط گزاره
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ی برای  کاف  شرط   𝑝"  ا ی   "𝑞  کهی  زمان   تنها   و    𝑝"  ا ی   "𝑝 ،  𝑞که ی  حالت  در"  ا ی  "𝑞  آنگاه    𝑝هرگاه "  ا ی  "𝑝 ،  𝑞اگر"

 ."است 𝑝ی برا لازم شرط  𝑞"  ای " 𝑝( کهی شرط به) اگر 𝑞 " ای  "است 𝑞(  مستلزم)

𝑝ی  شرط  گزاره  اگر ⟶ 𝑞  نماد  با  و  مینامیم  هیقض  ای  جهینت  کی  را  آن  باشد  درست   همواره  𝑝 ⟹ 𝑞   ی  م   شینما

 م یکن  دقت  آن  بردن  کاربه  در  بعد  به  نیا  از  پس!  دیباش  برده   کاربه  همی  جا  به  اشتباه  به  قبلاً  را  نماد   دو  نیا  دیشا.  میده

(𝑝 ⟹ 𝑞  و  است  درستی  ریگ  جهینت  میهست  مطمئن  کهی  هنگامی  برا  𝑝 ⟶ 𝑞   ما   نظر  مد  استلزام  صِرف  کهی  زمانی  برا  

 (. آنی نادرست  ای یدرست داشتن نظر در بدون باشد، 

𝑝ی  شرطی  گزاره  دو  ارزش  باشند،  گزاره  دو  𝑞  و   𝑝  اگر   ⟶ 𝑞  و  𝑞 ⟶ 𝑝  ممکن ی  عن)ی  نباشد  کسانی  است  ممکن  

𝑞  گزاره(.  باشد  نادرستی  گرید   و   درستی  کی  است ⟶ 𝑝  ی  شرطی  گزاره  وارون  ا ی  عکس   را𝑝 ⟶ 𝑞   از  که  م ینامیم 

یعطف  بیترک.  است  آمده  بدست  آن  حکم   و   فرض  کردن  جاجابه 𝑝  مانند ی  شرطی  گزاره  کی  ⟶ 𝑞   ی  عنی  آن،  عکس  و

𝑞 ⟶ 𝑝،  نماد    با  و   می نامی م  طرفه  دو  استلزام  ا یی  شرط  دوی  گزاره  کی  را  𝑝 ⟷ 𝑞  میخوانیم   و   میدهیم  شینما  " 𝑝  اگر 

ی  عن)ی  باشندی  کسانی  ارزشی  دارا  𝑞  و  𝑝ی  گزاره  هردو  که  است  درستی  زمان  تنها  و  تنهای  دوشرطی  گزاره.  "𝑞  اگر  تنها  و

 :  میگوئی می گاه حالت  نیا در(. باشند نادرست  دو هر  ای  درست دو هر

"𝑝   ی  برای  کاف  و   لازم   شرط𝑞  اگر "  ا ی    "است𝑝   آنگاه   𝑞   ا ی  "برعکس  و  "𝑝    کهی  زمان   تنها   و   تنها   𝑞"   ای  "𝑝   و  𝑞 

 . "هستند( ارز هم )  معادل

𝑝  با   و   می نامی م  اتحاد    ا ی  یارز  هم  را  درست  هموارهی  دوشرطی  گزاره ⟺ 𝑞   ا ی  𝑝 ≡ 𝑞  حالت نیا  در.  میدهیم  شینما 

𝑝  و  𝑞   به  توانیم  کی  هر  از  لذا  و  دارندی  کسانی  ارزش  همواره  ارز  هم  گزاره  دو  هر  فیتعر  بهبنا.  میگوئ  ارز  هم  ای  معادل  را-

 . کرد  استفادهی گریدی جا

 

 

 ارزش   نییتع جداول. 4

 را آن  سازندهی  هاگزاره  ارزشی  برا  ممکن  حالات  تمام   دی با (  آن  بودن  نادرست  ا ی   درستی  عن )ی  گزاره  کی  ارزش  نییتعی  برا

 مورد ی  گزاره  ارزش  شد،  گفته  مختلفی  هارابط  از  حاصلی  هاگزاره  ارزش  مورد  در  بالا   در  چهآن  کمک  به  و   گرفت   نظر  در

 بصورتی  جدول  در  را  کار  نیا  توانی م  حالات ی  برخ  ماندن  جا  ازی  ریجلوگی  برا.  کرد  نییتع  جداگانه  حالت   هر  در  را  نظر

  ک ی  ، ی جدول  نیچن.  کرد  مرتب  جدولی  سطرها  در   گریدکی  به  نسبت  را  ترسادهی  هاگزارهی  هاارزش  همه  و  داد  انجام   مرتب

-های ممکن برای یک گزاره با توجه به ارزش گزارهارزشدر هر ستون از چنین جدولی  .  شودیم  دهینام  ارزش  نییتع  جدول

و   1« یا رقم »دیا حرف فارسی  «T»را با حرف انگلیسی (  true)های دیگر نوشته می شود. معمولاً ارزش درست های ستون

  سادهی  گزاره  n  تعداد  اگر دهیم.  نمایش می  0« یا رقم  ن» یا حرف فارسی    «F»( را با حرف انگلیسی  falseدرست )ناارزش  

  ها گزاره  نیای  همه  ،(نادرست  ای   درست  ا)ی   باشند  داشته  توانند یم  ارزش  دو  کدام   هر  چون  م، یباش  داشتهی  اصل  گزاره  در

 به   توجه  با  .باشدیم  سطر  n2ی  دارا ی  اگزاره  نیچن  ارزش  نییتع  جدول   لذا  و   هستندی  گذار ارزشی  برا  حالت  n2ی  دارا

 : است ریز صورت بهی بیترک یِاصلی هاگزاره ارزش نییتع  جدولی منطقی هارابط ارزش مورد در شده  گفته مطالب

 

 



 

8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ات یعمل تی اولو وی پرانتزگذار  قواعد. 5

  و  بوده ی  معن  با  اگر  و  شودیم   دهینام  فرمول  کی  سورها  و  پرانتزها  ،یمنطقی  هارابط  علائم  رها، یمتغ  ها،گزاره  شامل   عبارت  هر

  اِعمال  بیترتی  برا  باشد  نداشته  پرانتزی  فرمول  اگر.  میگوئیم  ساختخوش  فرمول  کی  آن  به  کند ی  رویپ   منطق  قواعد  از

 ریز  بیترتبه  ها آن  انجامی  برایی  هاتیاولو  هارابط  فیتعار   به  توجه  با  سببنیهمبه.  دیآ  ش یپ   ابهام   است  ممکن  هارابط

 : میکنیم قرارداد

    تریرونیبی پرانتزها (1

  ضی نق وی وجود  وی عمومی سورها (2

 ی فصل  رابط وی عطف رابط (3

 شرط  رابط (4

 . میکنیم   هارابط اِعمال به شروع چپ سمت از بیترت بهی مساو طیشرا در (5

 

 سورها  قواعد و  هارابط اِعمال. 6

-استنتاج  انجامی  برا  هاآن   با  کار  و  هاگزاره  ارزش  نییتع  که   گرفت  جهینت  توانیم  هاآن  فیتعر  ازی  قواعد  هارابط  انجامی  برا

  نجا یا  در  که  اندشده  انیب  61  تا  51  و   45  تا  38  شمارهی  هانیتمر  در  قواعد  نیا  ازی  تعداد.  سازندیم  ترساده  رای  منطقی  ها

 . میکنی  می بررس را هانیمهمتر

 : هستند دمرگان قواعد به موسوم که دارد وجودی کاربرد و  مهم قاعده  دوی فصل  وی عطفی هاگزاره کردن ضینقی برا -

∼ (𝑝 ∨ 𝑞) ≡ ∼ 𝑝 ∧ ∼ 𝑞 

∼ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ ∼ 𝑝 ∨ ∼ 𝑞 

𝒑 𝒒 𝒑 ∨ 𝒒 

T T T 

T F T 

F T T 

F F F 

 

𝒑 𝒒 𝒑 ∧ 𝒒 

T T T 

T F F 

F T F 

F F F 

 

𝒑 ~𝒑 

F T 

T F 

 

𝒑 𝒒 𝒑 ⟶ 𝒒 

T T T 

T F F 

F T T 

F F T 

 



 

9 

ی هاگزاره  توانیم  ها آن  کمک  به  و  دارند  هایریگجهینت  و  تردهیچیپ ی  هاگزارهی  سازساده  دری  ادیز  کاربرد  قاعده  دو  نیا

 . کرد فیتعر هارابطی برای دی جد نیقوان زین و  معادل

 تر سادهی  برا  موارد  ازی  اریبس  در  که  کرد  لیتبدی  فصلی  گزاره  کی  به  توانیم  رای  شرطی  گزاره  هر  که  دید  توانیم  -

 م، یدار واقع  در. بود خواهد کارگشا  هاگزاره ابهام رفع ای کردن

𝑝 ⟶ 𝑞   ≡   ~𝑝 ∨ 𝑞. 

  معادل  "دیشوینم  موفق  د،ینخوان  درس  اگر"  میبگوئ  نکهیا  مثلاً.  م یکنیم  استفاده  لیتبد  نیا  از  محاوره  در  کمتر  ما  البته

  ساده  اریبس را مسائل ی  گاه   اما  باشد  جیرا کمتر استفاده  نوع  نیا د یشا . "!دینشو  موفق ا ی  دیبخوان درس"  م،یبگوئ نکهیا با  است

ی  کم! )د؟یکن  انیب  را  فوق ی  شرطی  گزاره  ضینق  دیتوانیم   ایآ.  میکن  ضینق  را  گزاره  نیا  میبخواه  دیکن  فرض  مثلاً.  کنندیم

ی  گزاره  کی  ضینق  رایز  بود،  خواهد  ذهن  از  دور  ضینق  عبارت  میکن  استفاده  کار  نیای  برای  شرط  فرم  از  اگر!(  دیکنی  سع

  ض ینق  گزاره،  نیای  فصل  فرم  و   شد  گفته  بالا  در  که  دمرگان  نیقوان  کمک  به  اما.  ستینی  شرطی  گزاره  کی  صورت  بهی  شرط

   "!دیشو موفق و دینخوان درس":  شودی م مشخص سرعت به آن

-ی م  ضینق  عکس  یقاعده  آن  به  که  استی  شرطی  گزاره  معادل  که  دارد  وجود  زینی  گریدی  کاربرد  و  مهم   قاعده  -

 م،یدار  𝑞  و 𝑝ی هاگزارهی برا همواره  م؛یگوئ

𝑝 ⟶ 𝑞   ≡   ~𝑞 ⟶∼ 𝑝. 

 را  ک ی  هر  و   کرده  عوض   را  وحکم    فرضی  جا  توانیمی  شرطی  گزاره  ک ی  بردن  کاربه  ا ی  ارزش  نییتعی  جا  به ی  عنی

  در   که  رود یم  شماربه  اثبات ی  هاروش  ازی  کی  و   رود یم  کار به  اریبس  زین  ها  استنتاجی  سازساده ی  برا  قاعده  ن یا.  میکن  ضینق

 . دید میخواه آن درموردی مطالب  و ها مثال  بعد قسمت

  گزاره   نیا  واقع  در.  هستندی  شرطیی  هاگزاره  زین  "!دی بخوان  درس  نکهیا  مگر  دیشوی  نم  موفق"  مانندیی  هاگزاره  نیهمچن

 :است ری ز صورتبهی شرطی گزاره کی

 "!دیشوی نم  موفق آنگاه د،ینخوان درس اگر"

∽  اگر"ی معن  هم   " 𝑞 مگر 𝑝 "ی کل حالت در 𝑞، آنگاه  𝑝 "  باشد ی  م . 

  قاعده  نیا  انیب  از  ش یپ .  است  کردنشان  ضینق  هاآن  نیتر  مهم  که  دارند  ژهیوی  قواعد  زینی  وجود  وی  عمومی  سورها  -

ی  وقت  واقع   در.  استی  فصل ی  گزاره  ازی  میتعمی  وجود  سور  و ی  عطفی  گزاره  ازی  میتعم  واقع  دری  عموم  سور  که  دیکن  دقت

  اگر   مثلاً.  باشد   برقرار  𝑝(𝑥)  سخن   عالم  عناصر  تک تکی  برا  که  است  نیا  منظور  دارد،  درست  ارزش 𝑥 𝑝(𝑥)∀  م یگوئیم

… 𝑥1 𝑥2}  مجموعه  سخن  عالم   𝑥𝑛} ،باشد  ∀𝑥 𝑝(𝑥)  گزاره  ارز  هم   𝑝(𝑥1) ∧ 𝑝(𝑥2) ∧ …∧ 𝑝(𝑥𝑛)بود،   خواهد  

.  افتد یم  اتفاق   هاگزاره  نیای  عطف  بیترک  در  نیا  که  باشند  درست  هم  با  ها𝑝(𝑥𝑖)   همه  دیبای  عموم  سوری  برقراری  برا  رایز

  که باشد،  درست 𝑝(𝑥)   سخن عالم عناصر ازی کی یبرا کمدست که است درستی زمان 𝑥 𝑝(𝑥)∃ی سوروجود  مشابه بطور

ی  وجود  سور  قواعد  وی  عطف  بیترک  قواعد  هیشبی  عموم  سور  قواعد   نیبنابرا.  افتدیم   اتفاق   هاگزارهی  فصل   بیترک  در  نیا

   :دمرگانی قاعده میتعم به  بنا  ژهیبو. بود خواهند ی فصل بیترک قواعد هیشب

∼ (∀𝑥 𝑃(𝑥)) ≡  ∃𝑥 ∼ 𝑃(𝑥) 

∼ (∃𝑥 𝑃(𝑥)) ≡  ∀𝑥 ∼ 𝑃(𝑥) 



 

10 

  گزاره نیاول که دیکن دقت ) بالعکس  و بود خواهد گزاره آن ضینق ازی وجود سور گزاره،  کی یبرای سورعموم ضینق  پس

  به (. میگذاریم  پرانتز حتماً ،یپرانتزگذار قواعد  به توجه با ابهام جادیا صورت در پس بود،  خواهد سوری برا گزاره سور، از پس

 : نمونه عنوان

 . "ستین اول که دارد وجود حیصح  عدد کی": شودیم "است اولی  حیصح عدد هر"ی گزاره ضینق

  چیه"  فرم  به  ای  "(هستند  فرد)ستندین  زوج  اول  اعدادی  همه":  شودیم  "دارد  وجود  زوج  اول  عدد  کی"  ضینق  نیهمچن

 . "ستین زوجی اول  عدد

 شتریب  دری  عمومی  سورها  از  پس ی  عنی   روند،یم   کار  بهی  شرطی  هاگزاره  معمولاًی  عموم  سور  با ی  هاگزاره  انیبی  برا  -

 به   واقع  در  "است  فرد  2  از  بزرگتر  اول  حیصح  عدد  هر"  گزاره  مثال،  عنوان  به  داشت،  میخواهی  شرط  ای  سادهی  ا گزاره  موارد

 :است ریز مُسَوری شرطی گزاره صورت

 ".است فرد ی عدد گاه آن باشد،  2 از بزرگتر  و اگراول ح،یصحی عدد هر"

-انهیعام  المثلضربی  وقت  مثلاً،.  د ینما  ابهام  جادیا  است  ممکن  و  است  متفاوتی  گاه  محاوره  دری  عموم  سور  کاربرد  البته

  اگر"  ا ی  "!ستندین  گردو  گرد،ی  زهایچ  تمام "  که  ستین   ن یا  منظورمان  م، یبریم   کاربه  را  "!ستین  گردو   کهی  گرد  هر "ی  

 ن یا  عبارت  نیا  انیب  از  ما  منظور  بلکه!   ستینی  عموم  سور  نشانه  "هر"  کلمهی  عنی  ،"!ستین  گردو  گاهآن  بود،  گردی  زیچ

  نیا  به   و  ،"است  گردوی  گرد  هر"ی  کلی  گزاره  ضینقی  عنی  ،"!باشند  گردو  هایگردی  همه  که  ستین  نیچن"  است  جمله

 ."!ستی ن گردو  که!( شده  دایپ ) دارد وجود گرد زیچ کی"  که باشدیم  معنا

  درواقع   که  "دارد  وجود  زوج  اول  حیصح  عدد"  مثلاً.  دی آیمی  عطفی  هاگزاره  همراه  به   معمولاًی  وجود  سور  نیهمچن

 : است ریز سورداری گزاره

 ".باشد ی م زوج و است اول که دارد وجودی حیصح عدد "

  م،یگفتی  عموم  سوری  برا   چهآن  همانند  ،یوجود  سوری  برا  که  است  نیا  استی(  میقدی )سنت  منطق  در  جیرا  اشتباه  کی

  انیب  نیا  ها گزارهی  معنا  به  توجه  با  مواردی  برخ  در  اگرچه  که  د یکن  دقت .  رندیگیم  درنظری  شرطی  گزاره  صورتبهی  انیب

 : باشدینم درستی منطق روش کی عنوان به  کاربرد نیا  م،ینیبی م ریز مثال در که گونههمان اما د،یآ نظربه درست تواندیم

  اول   آنگاه   باشد  زوجی  عدد  زیچ  آن  اگر  زهایچ  ازی  بعضی  برا"  گفت  توانی نم  ".هستند  اول  زوج  اعداد  ازی  بعض"ی  جابه

 !ستین  اولی زوج عدد هر رایز نادرست، دوم گزاره  اما است  درست اول گزاره رایز! "است

-گرفته  درنظر  را  هاآن  وجود  م،یگوئیم  سخن  زهایچ  از  "یکی  کم  دست"  ای   "یبعض"ی  برای  حکم  از  کهی هنگام  واقع  در

 .مینداری تراضافه شرط انیب بهی ازین  پس  م،یا

  در   است  موسوم  یمستو  عکس  به  میقد  منطق  در  کهی  اقاعده.  ستین  لیتبد  قابلی  وجود  سور  بهی  عموم  سور  نیهمچن

  میدار  𝑌  ازی  بعضی  برا"  شود، یم  جهینت  "𝑌  م یدار  𝑋  هری  برا"  یِ کلی  گزاره  از  د یگویم   قاعده  ن یا.  شودیم  رد   د یجد  منطق

𝑋"  .جا نیا  در.  ستین  اول  گزاره  ازی  منطقی  جهینتی  دومی  درست  اما  باشند،  درست  هاگزاره  نیای  هردو  است  ممکن  اگرچه 

  درست ی  گزاره  از  مثلاً.  ستین  درست  قاعده  نیا  بردن  کاربه  لذا  و   دی آیم  د یپدیی  معنا  تناقض  مواردی  برخ  در  بالا  مانند   زین

𝑥2ی  معادلهی  قی حق  هرجواب" = ی هاجواب  زوج  اعداد  ازی  بعض"  نادرستی  گزاره  توانینم  ،"است  زوجی  عدد   1−

𝑥2ی  معادلهی  قیحق =  را یز  است،  نادرست  دوم  گزاره  و  درست  اول  یگزاره   که  د یکن  دقت )  گرفت  جهینت  را  "هستند  1−

   (.نداردی قیحق جواب چیه  معادله نیا
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سورها هاست. تغییر در ترتیب نوشتن  جا کردن ترتیب آنمورد دیگر که در نوشتن سورها مهم است، عدم جابهیک  

 می تواند معنا یا ارزش گزاره را تغییر دهد. به عنوان مثال به تفاوت ظاهری و معنایی دو گزاره زیر دقت کنید: 

𝑥𝑦وجود دارد که    𝑦عددی مانند   𝑥برای هر عدد غیر صفر   = 1. 

𝑥  ،𝑥𝑦وجود دارد که برای هر عدد غیرصفر  𝑦عددی مانند   = 1 . 

 

   اثباتی ها  روش ازی برخ: اثبات  قواعد و استنتاج. 7

 :است ر یز صورتبهی ساختاری دارای اتیاضیر استنتاج کی یشهود طور به

{

−−−−−
−−−−−
−−−−−

 ه یقض )  درستی  هاگزاره  بحث،  موضوع  مورد  در  موضوعه  اصول  ف،یتعار:  شامل )  فرض   ش یپ ی  تعداد   

 ((  ها

{

−−−−−
−−−−−
−−−−−

  قواعد   و  هافرضشیپ   از  آمده  دستبه  ،ی تعدادمتناه  به(  استنتاج  مختلفی  هاگام)  استدلال  مراحل  

 اثبات

{
−−−−−
 یی نها حکم  ای جهینت ا ی امد یپ    −−−−−

… 𝑝1 𝑝2 اگر  𝑝𝑛   و  هافرضشیپ  𝑞  می دهی م شینما زیر صورتبه را بالا  اگرامید باشد، جهینت . 

𝑝1 𝑝2 …  𝑝𝑛  ⊢ 𝑞 

-فرضشیپ   نکهیا  فرض   با  باشد،ی  میی  نها  حکم  ای  جهینتی  درستی  بررس  ،استنتاج  کی یدرستی  بررس  ای  اثبات  از  منظور

   𝑞  که  میگوئیم   د،یآ  بدست   حکمی  برا  درست  ارزش  ممکن   حالت  هر  در  ها فرضشیپ ی  درست  از  اگر.  هستند  برقرار  ها

… 𝑝1 𝑝2ی  منطقی  جهینت  𝑝𝑛  ازی  ریکارگبهی  نوع   بالا  مانند  استنتاج  کی  واقع  در.  است  معتبر  استنتاج  نیا  و  است 

 : صورت به  یعنی است،ی متناه تعداد بهی شرطی گزاره

(𝑝
1
⟶ (𝑝

2
⟶ (𝑝3⟶ ( …⟶ 𝑝𝑛)…)))  ⟶ 𝑞 

  به  از ین  نادرستی  هافرض  با   حالات   پس .  است  درست  باشد،  نادرست  آن  فرض   کهیحالت  دری  شرطی  گزاره  ک ی  م یدانیم  که

 .  شودی بررس حکمی درست درست، ی هافرض با  که است نیا مانده یباق  حالت تنها.  ندارندی بررس

 جهینتی  دگ یچیپ   و  فرضشی پ ی  هاگزاره  تعداد   شیافزا  با   که  است  ارزش  نییتع  جداول  از  استفاده   راه  ک ی  کار   نیای  برا

 (.  است لازم ارزش نییتع جدول در سطر n2 سادهی گزاره n با   میدانی م )  بود خواهدی طولان و سخت کار

ی  برخ. هستند موسوم  اثبات قواعد  به که استی منطق قواعد  از استفاده شد،  اشاره بالا  نمودار در کهگونههمان بهتر، روش

 از  مورد  چند  ادامه  در.  اندشده  آورده  61  تا  51  و   45  تا  38ی  ها  نیتمر  در  همی  تعداد  و  مید ید  قبل  بخش  در  را  ها  آن  از

 . م یکنی می  بررس اثباتی برایی هاروش قالب در را تریکاربرد و  معروف قواعد

 م یمستق اثبات روش. 1. 7

-گزاره بیترکی هارابط فیتعار کمک به  و شده  اثبات قبلاًی  ایقضا  و اصول ف، یتعار ها، فرضشیپ   کمک به تنها روش نیا در

.  میپردازیم  جهینت  یگزاره  ای  فرمول  اثبات  بهی(  شرط  وی  فصل   وی  عطفی  ها  بیترک  و  ضینقی  برا  اثبات  قواعدی  عن )ی  ها
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  مراحل   نوشتن  که  دیکن  دقت.  میسینویم  آنی  روبرو  را  مرحله  هر  لیدل  و هم  ریز  یِمتوالی  ها گزاره  صورتبه  را  اثبات  مراحل

   :صورت به

𝑝1⟹𝑝2⟹⋯ ⟹ 𝑝𝑛 

ی  برا  ما  قراردادِ  به  توجه  با   اما.  ستین  مشخصی  شرطی  گزاره  حکم  و  فرض  مرحله  هر  در  رایز  دارد،  رادیای  منطق  نظر  از

  به ی  گاه(   دیای ن  شی پ ی  ابهام   کهیشرط  بهی )سینوخلاصه  و   نوشتار  دری  سادگی  برا  و  چپ  سمت  از  ها اتیعمل  تیاولو  انجام

  عدد   هر  مربعِ   مِیتقس  در":  میکنیم   ثابت  را  روبرو  هیقض  ادامه  در   مثال  عنوان  به   .میسینویم   را  اثبات  مراحل  مذکور  صورت

   ".بود خواهد  کی عدد   ماندهیباق هشت،  بر فرد

 .است کی عدد   هشت بر 𝑥2 میتقسی مانده یباق  :حکم                           .است فردی  عدد 𝑥   :فرض        

 : اثبات

1) 𝑥 ( فرض. ) است فردی عدد 

𝑥 کهیطور به دارد وجود 𝑘  حیصح عدد (2 = 2𝑘 +  ( فرد عدد فیتعر و( 1) به بنا)  1

3) 𝑥 م یرسانیم دو توان به را   :𝑥2 = (2𝑘 + 1)2 = 4𝑘2 + 4𝑘 +   (هایاچندجمله خواص و( 2)  به بنا) 1

𝑥2(:  میباش  بالا   عبارت  در  8  عامل  دنبال  به  د یبا )  م یداری  سازساده  با (4 = 4𝑘(𝑘 + 1) +   و (  3)  به  بنا)    1

 (اولی جمله دو   در 4𝑘 ازی ریفاکتورگ

𝑘)و  𝑘ی  متوال  حیصح عدد   دو از (5 +  ضربحاصل که(  حساب ساده ی ای قضا  از) م یدانیم  و  است زوج ی کی  حتماً (1

𝑘(𝑘  پس . است زوج گرید  حیصح عدد هر  در زوج عدد  کی +  ( اعداد هینظر و حساب از. )باشدیم زوج (1

𝑘(𝑘  که دارد وجود ′𝑘 حیصح عدد   پس (6 + 1) = 2𝑘′( .زوج عدد   فیتعر و( 5) از) 

𝑥2:  میدار بالا دری جاگذار با (7 = 4𝑘(𝑘 + 1)+ 1 = 4 × 2𝑘′ + 1 = 8𝑘′ +  (( 6)  و( 4) به بنا. )    1

𝑥2  پس (8 = 8𝑘′ +   1  برابر  8  بر  𝑥2  میتقسی  ماندهی باق  که  است  نیای  معن  به  میتقس  تمیالگور  هیقض  به  بنا   که  ،1

 ( میتقس تمیالگور به بنا. )است

                                                                                                           .شد ثابت حکم (9

 

 ض ینق  عکس اثبات روش. 2. 7

 ، یعنی باشد، ی م آن ضینق عکسی گزاره ،یشرطی گزاره  کی یبرا معادل کی شد،  انیب 6 بخش  در که همانگونه

.𝑝 ⟶ 𝑞   ≡   ~𝑞 ⟶∼ 𝑝 

  ند یفرآ  اوقاتی  اریبس  در  روش  نیا.  نمود  اثبات  را  آن  ضینق  عکس   توانیمی  شرط  حکم ی  درست  اثباتی  جا  به  پس

 م، یکن ثابت  میخواهیم  میکن فرض  مثلاً. کندیم  ترساده را اثبات

 ."است زوج زین  عدد خود  آنگاه باشد،  زوجی عدد مربع اگر"

!  د؟یکن  ثابت   میمستق  طور به  راآن  دیتوانیم  ایآ!  ستین  ساده   چرا  که  دینیبب. )ستینی  اساده  کار  حکم  نیا  میمستق  اثبات

 :  میکنیم  ثابت گزاره نیای جا به  پس  باشد؛یم  ترساده آن ضِینق  عکسی گزاره اثبات اما !( دیکنی سعی کم

 "(.است فرد) ستین زوج هم  آن مربع  ،( باشد فرد ی عن)ی نباشد  زوجی عدد اگر"
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  روش  هر  ای  میمستق  روش  به  توانی م  را  ضینق  عکسی  گزاره  خودِ  البته!(.  دیکن  ثابت  راآن)  است  انجام   قابلی  سادگ  به  که

 .  کرد ثابت گرید ممکن

 

 خلف برهان  روش به اثبات. 3. 7

 اثبات ی  برا   که  است  صورت  نیبد   روش  نیا!  دارد  همی  ن یمخالف  البته  و  ادیز  دارانطرف  است  معروف  اریبس  که  زین  روش  نیا

⟶ 𝑝ی  شرطی  گزارهی  درست 𝑞   ی  عنی  حکم،  ضینقی  درست  ض،ینق  عکس   روش  مانند∼ 𝑞،  از  گرید ی  کی  عنوان  به  را 

  گزاره   ای  تناقض)  دروغگو  گزاره  کی  به  مختلفی  هاروش  کمک  با  میکنیمی  سع  و  گرفته  نظر  دری  اصلی  گزارهی   هافرض

∽ی  درستی  عن)ی  میبرس  𝑐  مانند(  نادرست  شهیهم 𝑞 ⟶ 𝑐  فرض  از  میدار  اجازه  کار  نیای  برا(.  میکن  ثابت  را  𝑝  و  ایقضا  و  

-نیدرا.  باشد   شده  اثبات  قبلاًی  ایقضا   ازی  کی  ای یاصلی  هافرض  ضینق  تواندیم  زین  𝑐ی  گزاره  و  میکن  استفاده  گرید  اصول

∽ی  شرطی  گزاره  د ی با  باشد، یم   درست  ما   استنتاج  چون  صورت 𝑞 ⟶ 𝑐  فرض  کی  با   رایز  ست، ین  نیچن  اما   باشد،   درست  

  پس .  دارد  نادرست  ارزش  گزاره  نیای  شرطی  گزاره  ارزش  نییتع  جدول  به  بنا   که  آمده  بدست  نادرستی  ا جهینت  درست

∽  فرض  که  میریگیم  جهینت 𝑞  درست   فرض  کی  از  که  است  نیچنی  شرطی  گزاره  ذات  دیکن  دقت)  باشد  درست  تواندینم 

  و   بوده  درست  استنتاج  که   حال.  دیآ  بدست  درستی  اجهی نت  د یبا  حتماً  درست،   یِمنطق  قواعد   کمک  به  درست  استنتاج  کی  و

∽  و   𝑞  گزاره  دو  از  چون  اکنون(.   باشد  نادرست  دی با  فرض  حتماً  پس  نبوده  درست  جهینت 𝑞  درست  د یبای  کی   تنها  و ی  کی 

∽  فرض  و باشد،  𝑞 دی با پس  است، نادرست  𝑞 باشد  درست  . 

 گزاره  کی یبرخ  ده یعق  به   رایز.  است  ریاخی  جمله  نیهم  افراد  ازی  برخ  جانب  از  برهان   نی ا  رشیپذ  عدم   لیدلا   ازی  کی    

ی درست  جز  بهی  گریدی  هاارزش  تواندیم   نام   به  منطق  ازی  گری دی  هاشاخه  جاد یا  به  منجر  نیا!  باشد  داشتهی  نادرست  ا ی 

  در  خلف  برهان   روش  صورت  هر  در.  دارد  علوم ی  تمام  در ی  فراوان  کاربرد   خود ی  جا  در   که   است  شده   یارزش  چند  منطق

 آن  بدون  و   است  کرده  ساده  را  دهیچیپ ی  هااثبات  ازی  اری بس(  1  ، 0  ا ی  نادرست  درست،  ای  ریخ  بله، ی )دوارزش  کیکلاس  منطق

 .داشت خواهند ذهن از دور وی طولان  و  دهیچیپ ی  اثبات  ایقضا ازی اریبس

𝑦ی  قیحقی منحن دو : می کن ثابت میخواهی م .  1.  7  مثال = 𝑥2 و  𝑦 = 𝑥 −  . کنند ی نم قطع را  گریکدی 1

𝑦ی  منحن  دو :فرض = 𝑥2 و  𝑦 = 𝑥 −  . اندشده گرفته نظر دری قیحق اعداد ی رو و هستندی قیحق ریمقادی دارا 1

 . کنندی م قطعی قیحقی صفحه در را گریکدی  دو نیا :حکم

 !(دیکنی بررس!  د؟یکن  ثابت خلف برهان جزبه قی دقی روش به را درست گزاره نیا  دیتوانی م ا یآ اثبات، شروع از قبل)

 : خلف برهان روش به اثبات

 (خلف فرض. ) کنند  قطع را گریدکی نقطه کی  کم دست دری منحن  دو نیای عنی نباشد،  درست حکم  میکن فرض (1

.𝑎)  مانند مشترک نقطه ک ی حداقلی دارا پس (2 𝑏)  ،ی  قیحق عدد  دوی برا  یعنی هستند𝑎 و  𝑏 میدار : 

𝑏 = 𝑎2 و  𝑏 = 𝑎 −  ( های منحن  تقاطع فیتعر و خلف فرضی ساز ساده  از)         1

𝑎2:  پس (3 = 𝑎−  (هایا چندجملهی تساوی برای تعد تیخاص و ( 3)  به بنا. ) 1

𝑎2: جهینت در (4 − 𝑎+ 1 =  ی( تساو فیتعر و( 4) به بنا . )𝑎ازی قیحق مقدار کی یبرا ،0

=∆  حاصل  دوی  درجهی  معادله  نیای  برا  رای ز  است،  دوی  درجهی  معادله  جواب  وجودی  هیقض  با   تناقض  نیا  اما (5

 درجه  معادله  جوابی  هیقض  و (  5)  به   بنا. ) باشد   داشتهی  قیحق  جواب  دینبا  معادله  ن یا  لذا  و   باشد یمی  منف  3−

 (دو
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      .باشد حیصح حکمی گزاره خود دی با خلف برهان روش به بنا لذا و است( نادرست) باطل  خلف فرض  پس (6

 

 هاگزاره  بودن  ارزهم  اثبات.  4.  7

⟺ 𝑝ی  ارزهم  ف یتعر  در  کهگونههمان 𝑞  ی  گزاره  دو   هر ی  درست  دی با  آنی  درست  اثباتی  برا  م، یدید𝑝 ⟹ 𝑞  و  𝑝 ⟸

𝑞 ارزهمی  هاگزاره فیتعر به توجه با  گزاره دو  از شیب بودن معادل   اثباتی برا. میکن ثابت  ممکن  اثباتی هاروش کمک با  را 

ی تعد  تیخاص  به  توجه  با.  میکن  ثابت  رای  گرید  کی  هری  درست  از  میکنیم  مشخص  دلخواه  صورت  به  کهی  بیترت  با   د یبا

 اثبات   جداگانه  طوربه  هاگزاره  از  تا  دو  هر  بودن  معادل  که  نداردی  لزوم  است،  شده  داده  45  نیتمر  در  کهی  شرطی  هاگزاره

ی گزاره  آخری  گزاره  از  تینها   در   و   م یکن  ها گزاره  اثبات  به   شروع  م یاکرده  مشخص  خود  کهی  بیترت  با   م یتوانیم  بلکه.  شود

 ثابت   میبخواه  اگر  مثلاً.  معادلند   هاگزاره  نیای  همه  که  میاکرده  ثابتی  دور  روند  کی  در  واقع  در.  میریبگ  جهینت  رایی  ابتدا

 : کرد ثابت را هاآن نیبی شرطی هاگزاره ر یز صورت به توانیم  هستند، معادل𝑠  و 𝑟  و 𝑞  و   و 𝑝ی  هاگزاره که میکن

𝑝 ⟶ 𝑞
↑  ↓
𝑠 ⟵ 𝑟

 

 : م یاکرده ثابت صورتنیادر

 ،𝑞  آنگاه  𝑝 اگر (1

 ،𝑟  آنگاه  𝑞 اگر (2

 ،𝑠  آنگاه  𝑟 اگر (3

 ،𝑝  آنگاه  𝑠 اگر (4

ی بررس) باشندیم  ارزهم  گزاره  چهار   نیا  نیب  از  گزاره  دو  هری  شرطی  هاگزارهی  تعد  تیخاص  به  بنا  صورتنیدرا

 دشوار   کارنیای  گاه  اگرچه.  میکن  اثبات  را  شرط  𝑛ی  درست  دی با  کمدست  گزاره  𝑛ی  ارز هم  اثباتی  برا  نیبنابرا!(.  دیکن

  هیبق  با ی  ارزهم  اثبات  واسط  عنوان  به  گزاره  کی  از  نکهیا  ا ی   شود  ترساده   ها گزاره  بی ترت  رییتغ  با   است  ممکن   و  است

 : مینیبیم ریزی نمودارها در که شود استفاده

 

 

 

 

 

 

 

   :هستند معادل 𝑓 ناصفر وی قیحق تابعی برا ریزی  هاگزاره دیکن  ثابت.  2.  7 مثال

 . استی نزول ی تابع  𝑓  تابع (1

1  تابع (2
𝑓
 . استی صعودی تابع  

 . استی صعودی تابع  𝑓−  تابع (3

 .( دیده رییتغ اثبات شدن ترسادهی برا را هاگزاره بیترت است لازم اگر) نیتمر. اثبات

𝑠 𝑟 

𝑞 𝑝 

هاتغییردرترتیب اثبات شرط  

𝑠 𝑟 

𝑞 𝑝 

 .𝑠و  𝑟و 𝑝برای اثبات هم ارزی 𝑞واسط قراردادن 
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 یاضیری  استقرا  روش  به   اثبات.  5.  7

ی  برا  ا )ی  باشند   ان یب  قابلی  عیطب  اعداد  ازی  نامتناه  تعدادی  برا  که   شودیم   استفاده یی  هاگزارهی  درست  اثبات  در  استقرا  روش

  اعداد   بیترت  مشابهی  بیترت  آن  عناصری  رو  بتوان  و   باشند  تناظر   دری  عیطب  اعداد ی  مجموعه  با   که  عناصر  ازی  امجموعه

 جه ینت  روش  نیا  در .  باشدیم  دشوار  ای   ستین  ممکن  میمستق   بصورت  هاگزاره  نیای  بررس  سبب  نیهم  به(.  داد  قراری  عیطب

-ی م  میتعم  نظر   مورد  عناصری  مجموعه  تمام  به  راآن  سپس  و   م یکنیم  اثبات  سخن  عالم   عناصر  ازی  تعدادی  برا  را  نظر  مورد

 : است مرحله سه شامل  روش نیا پس .  میده

 مورد  حکمی  برا  سخن  عالم  از  استفاده   قابل  عنصر  ن یاولی  برا  نظر  مورد  حکمی  درستی  بررس  :هیپا  حالت  ا ی  اول  گام

 .نظر

 و)  عنصر  آنی  برا  حکمی  درست  فرض  و  مرجع  مجموعه  از  خواهدل  عنصر  کی یبرا  حکم  انیب  :استقرا فرض ای دوم  گام

 (. آن از کوچکتر عناصر

 .نظر مورد مرجعی مجموعه از خواهدل عنصر هری برا حکم اثبات و استقرا فرض از استفاده : استقرا  حکم  ا ی  سوم   گام

 :شودیم انیب ریز صورتبه هیقض کی عنوان به روش نیا

 𝑘0  دیکن  فرض.  باشد ی  عیطب  اعداد  با  ارتباط  دری  اگزاره  𝑃(𝑛)  دیکن  فرض  ی(:اضیری  استقرا  اصل. ) 3.  7  هیقض

  فرض   با   𝑘  کی ی برا  نیهمچن  و   باشد   درست  𝑃(𝑘0)  اگر.  شودیم   فیتعر  آنی  برا  گزاره  ن یا  که  باشد ی  مقدار  نیکوچکتر

𝑃(𝑘ی  گزارهی  درست  بتوان  𝑃(𝑘)ی  درست + 𝑛ی   عیطب  عدد  هری  برا  𝑃(𝑛)  یگزاره  گاهآن  نمود،  اثبات  را  (1 ≥ 𝑘0 

 . باشد یم درست

.  مینمائ  استفاده  شد  داده  حیتوض  کهی  طیشرا  با  احکام  ازی  اریبس  اثباتی  برا  میتوانیم   استقرا  روش  از  هیقض  نیا  طبق

 : باشد توجه مورد حتماً دیبا  باره نیا در نکته چند فقط

 مرحله   در  ژهیبو.  مینکن  کم  هاآن  از  ای  اضافه  هاآن  به  را  نادرستی  فرض  و  میباش  داشته  توجه  خوب  مسألهی  هافرض  به  -

 . باشند اثرگذار توانندیم مسأله طیشرا( استقرا فرض کمک به  استقرا حکم اثبات) استقرا سوم

  ثابت   را  آن   دی با  آن  از  بعد   عنصری  برا  و   می ا  کرده   فرض  رای  درست  دلخواه  عنصر  کی یبرا   استقرا   سوم  گام  در  نیهمچن  -

 نکه یا  نه)  میریبگ  نظر  در  دیبا  را  اثبات  نیای  برا  ممکن  حالاتی  تمام  نیهمچن.  دیکن  توجه  عنصر  نیا  بودن  دلخواه  به.  میکن

  اشکال   اثبات  صورتنیرای غ   در  م،یکن  استفاده  استقرا  فرض  از  حتماً  دی با  اثبات  نیا  در  و(  خاصی  هاحالت   در  و  مثال  زدن  با

 استفاده   اثبات  در  منطق  قواعد  از  و  باشندی  بامعن  و  قیدق  شده  فیتعر  میمفاهی  همه  دی با  مرحله  نیا  در  که  د یکن  دقت.  دارد

 . شود

   . دیکنی بررس 191 و  190ی هانیتمر در را بالا  نکات  بهی توجهی ب ازی موارد 

𝑛)  با است برابری داخلی ایزوا  مجموع محدبی  ضلع 𝑛  هر در:  دینمائ ثابت استقراء به.  4.  7  مثال − 2) × 180° . 

𝑛   میکنیم  فرض پس   باشدی م 3 منتظمی چندضلع در اضلاع  تعداد نیکمتر که جاآن از .اثبات ≥ 3 . 
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𝑛ی  برا  حکم  : اول  گام = ی  ضلع  سه)  مثلث  هر ی  داخلی  ایزوا  مجموع  که  میدانی م  هندسه  از  را،یز  است،  برقرار  3

3)  با  است  برابر(  منتظم − 2)× 180° = که یک روش برای آن رسم خطی   دارد،  اثبات  به  ازین  خود  نیا  البته.  180°

 ! دیینمای بررس و جستجو راآن اثبات شماگذرنده از یک رأس و موازی با ضلع مقابل آن و بحث روی زوایای پدید آمده است! 

𝑛)  با، است برابر محدبی ضلع 𝑛  هری داخلی ایزوا مجموع  :استقرا  فرض − 2) × 180°. 

𝑛  هری داخلی ایزوا مجموع :استقرا  حکم +  :با  است برابر محدبی ضلع 1

((𝑛 + 1) − 2) × 180° = (𝑛 − 1) × 180° 

 (. میآور بدست استقرا فرض کمک  با راآن دی با که)

.𝐴1  دیکن  فرض  استقرا،  حکم  اثباتی  برا 𝐴2. …𝐴𝑛. 𝐴𝑛+1  کی  از(  مجاورت  بیترت  به  شده  مرتب)  رئوس  𝑛 + 1 

 (.  استی ضلع  4 حداقل  مسأله فرض به توجه با که) باشد   محدبی ضلع

𝑛  صورتن یدرا  ؛(میکنیم  رسم  را  قطر)  میکنی  م  متصل  𝐴𝑛−1  رأس  به  را  𝐴𝑛+1  رأس + ی  ضلع  𝑛  کی  به  یضلع  1

(𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1𝐴𝑛+1  ) مثلث   کی  و  (مثلث   𝐴𝑛−1𝐴𝑛 𝐴𝑛+1  )لذا  و(  دینیبب  را  ریز  شکل )  شودیم  لیتبد  هم  از  مجزا  

 :میدار آن اول گام و استقرا فرض  به بنا  اما. باشدیم  دو نیای داخلی ایزوا مجموع برابر آنی داخلی ایزوا مجموع

 ( 𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1𝐴𝑛𝐴𝑛+1ی داخلی ایزوا مجموع)=

 (𝐴𝑛−1𝐴𝑛𝐴𝑛+1  مثلثی داخلی ایزوا مجموع) +

 ( 𝐴1𝐴2…𝐴𝑛−1𝐴𝑛+1 چندضلعی  یداخلی ایزوا مجموع)=  

     (𝑛 − 2)× 180° + 180° = (𝑛− 1)× 180° 

 

 

                .باشد یم  درست مسأله حکم نی بنابرا.  شد ثابت استقرا حکم  پس

 

 نقض  مثال بردن  بکار.  6.  7

 رای  تیخاص  ای  زیچ  وجود  میخواهیم  هرگاه   نیهمچن.  شوندی  م   برده   کار  به  هااثبات  حیتوض  و  شدن  ترروشنی  برا  ها مثال

  ریغ   در  که  دیباش  داشته  توجه  اما .  م یبزن  مثال  کی  آنی  برا  استی  کاف  ، ( میکن  اثبات  رای  وجود  سور  با   هیقض  ک)ی  میکن  ثابت

 از ی  اریبس  که  است  تفاهم   سوء  نوع  کی  نیا!  باشند   هیقض  کی  یدرستی  برای  اثبات  توانندینم  هامثال  موارد  نیا  از

)کل   سور  کی  ای  هیقض  کی  اثبات  دنبال  به  مثال  زدن  با  انیدانشجو  سوء   نیا  دچار  شما  دی باش  مراقب.  هستندی(  عمومی 

 !   دینشو برداشت

ی مجموعه)  سخنِ  عالم  از  ممکن  حالاتی  همه  از  حالت  ک ی یعموم  سور  با   گزاره  کی ی برا  مثال  ک ی  که  دیکن  دقت

  را   مرجعی  مجموعه  از  ممکن  حالات  تمام   دی با  میکن  استفاده  اثباتی  برا  مثال  از  میبخواه  اگر  پس  است؛  گزاره  آن(  مرجعِ

  که   میدانیم  مثلاً.  است  رممکنیغ   ای  دشواری  کار  موارد  شتر یب  در  نیا  که  را،  هاآن  از  تا  چند  ای ی کی  فقط  نه  و  م،یبزن  مثال

 ی  تساو

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎
2
+ 𝑏2 

𝐴𝑛−2 

𝐴𝑛−1 

𝐴𝑛 

𝐴𝑛+1 

𝐴1 

𝐴2 
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𝑎ی برا = 𝑏  و  0 =  : است برقرار 1

(0 + 1)2 = 12 = 02 + 12 

 : میداری کل حالت  در که م یدانیم! است؟ درست هم 𝑏  و 𝑎ی  قیحق عدد  دو  هری برا ، یکل  حالت در ا یآ اما

(𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎
2
+ 𝑏2 + 2𝑎𝑏 ≠ 𝑎2 + 𝑏2 

 .کرد  ثابت  را اولی تساوی درست توانی نم  بالا مانند  مثال کی  با پس

یدرست  کردن   ردی  برا  اما )کل  گزاره  ک ی    اثباتی  برا  واقع  در.  میکن  استفاده   مثال   از  میتوانیم ی(  عموم  سور  با ی 

  کار   نیا  چرا  دییبگو  دیتوانیم .  میکن  ثابت  را  گزاره  آنی  نادرست  مثال  کی  زدن  با  میدار  اجازه  ،یکل  گزاره  کی  ینادرست

 گزاره   کی یدرست( کردن  نقض) کردن  ردی برا رایز م،ییگوی م  نامثال یا گاهی  نقض  مثال کی ی مثال نیچن به! است؟ی منطق

 .  رود یم کاربه

 (: کرد ثابت را آن ینادرست) کرد رد را بالا  مثال در اولی تساو یدرست نقض مثال کی با  توانیم مثال عنوان به

𝑎ی برا = 𝑏  و  1 = 2: 

(1 + 2)2 = 32 = 9 

 اما

12 + 22 = 5 

9 که ≠ 5 . 

 

 

 کنیم؟!در ریاضیات: چرا اثبات می  اهمیت اثبات.  7.7

از مهم اثبات در ریاضیات را بررسی کردیم، این پرسش همترین روشاکنون که برخی  ماند که  چنان باقی میهای 

چه پیداست این است که ذهن بشر  اصولاً چه نیازی به اثبات وجود دارد! شاید نتوان جوابی به این پرسش داد، ولی آن

اری منطقی پیدا کرده است و برای پذیرش هر چیزی نیاز به اقناع دارد. شاید بتوان گفت بهترین شکل طبیعی ساختبه

نمی  باقی  بحث  برای  چیزی  دیگر  معمولاً  اثبات  از  پس  زیرا  است.  اثبات  ذهن  اقناع  در  روش  که  است  جالب  اما  ماند! 

های دیگر باشد. به همین هایی برای گزارهاتتواند شروع سلسه اثبگونه نیست! اثبات یک گزاره ریاضی میریاضیات این

از گزاره اثبات برخی  بیان دلایل و فهم درستی آن نیست. بلکه با  اثبات یک گزاره صرفاً  از  ها تلاش  دلیل گاهی هدف 

 کنیم تا چیزی را یاد بگیریم یا روشی را بسازیم تا به تفکر مرحله به مرحله و الگوریتمی ما شکل بهتری ببخشد. ازمی

هایی برای ایجاد ساختارهای جدید را شناخت، اهمیت بیشتری توان روشها میهایی که به کمک آنرو معمولاً اثباتاین

این اثباتدارند.  از  اثباتگونه  را  الگوساز  ها  یا  اثباتیا شرح دهنده می های ساختارساز  این  از  برخی  به  نامیم.  ها منجر 

گویند. در واقع این شاهد وجود چیزی یا برقراری می  شاهدکه به آن     شوندساختاری مشخص میایجاد یک مثال برای  

 کند. به عنوان یک نمونه ساده، گزاره زیر را در نظر بگیرید: شرایط گزاره را ثابت می

𝑥2هر معادله درجه دو مانند   + 2𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑏2که در آن   0 > 𝑐 .دو ریشه حقیقی دارد 
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ها نیست. ولی یک  گزاره را ثابت کنیم باید وجود دو ریشه را ثابت کنیم و نیازی به یافتن خود ریشهاگر بخواهیم این 

گزاره می این  اثبات  برای  ساختاری  آنروش  ریشه،  دو  وجود  اثبات  بر  علاوه  مانند  تواند  کند.  مشخص  دقیقاً  را هم  ها 

 شود:ی زیر که یک اثبات ساختاری محسوب میاثبات خلاصه شده

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 ⟹ 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑏2 − 𝑏2 = 0 ⟹ 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑏2 = 𝑏2 − 𝑐  

          ⟹ (𝑥 + 𝑏)2 = 𝑏2 − 𝑐 ⟹ 𝑥 + 𝑏 = ± √𝑏2 − 𝐶  

⟹ 𝑥 = −𝑏 + √𝑏2 − 𝐶     یا  𝑥 = −𝑏 − √𝑏2 − 𝐶 

 

 کنید بلافاصله از خود این در پرسش را بپرسید:پس هرگاه چیزی را اثبات می

 توانم بفهمم؟!  از خودِ این اثبات چه چیزهای جدیدی را می .1

 توانستم بیابم؟! آیا این چیزهای جدید را از راه نتایج دیگر هم می  .2

 به عنوان نمونه؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟ 

 

هایی که در یک موضوع ریاضی  ی نتایج و گزارهکند که بتوانیم در مجموعهگری به ما کمک میگونه پرسشاین

 ختار ریاضیاتی ذهن ما را  شکل خواهند داد. گیریم، الگوسازی کنیم. این الگوها در نهایت سافرا می

 

 

 

 

 ها نیتمر. 8

 (.هستند  گزاره   r, p, q)دیده  لی تشک  را   شده  دادهی  گزاره  ارزش  ن ییتع  جدول  مورد  هر  در  -

1 )~𝑝       2  )𝑝 ∧ 𝑞              3  )𝑝 ∨ 𝑞         4  )𝑝 ⟶ 𝑞 

5 )~(~𝑝)       6 )𝑝 ∧ ~𝑝               7 )𝑝 ∨ ~𝑝      8 )~(𝑝 ∧ ~𝑝) 

9)~(𝑝 ∨ ~𝑝)              10 )(𝑝 ∧ 𝑞) ∧ ~𝑝                      11 )(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ ~𝑝                12)~(𝑝 ∧ 𝑞) 

13)~(𝑝 ∨ 𝑞)                  14)𝑝 ∧ (𝑞 ∧ 𝑟)                       15 )(𝑝 ∧ 𝑞) ∧ 𝑟                  16  )(𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟 

17 )𝑝 ∨ (𝑞 ∨ 𝑟)            18 )(𝑝 ∧ ~𝑞) ∧ 𝑟                 19)(𝑝 ∨ ~𝑞) ∨ 𝑟              20  )~𝑞 ∧ (𝑟 ∧ 𝑝) 

21 )~(~𝑝 ∧ ~𝑞)         22  )~(𝑝 ∧ ~𝑞)           23 )~𝑝 ∨ 𝑞    24 )(𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟) 

25 )𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟)             26  )(𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟)            27  )𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟)               28 )~𝑞 ⟶ ~𝑝 

29 )𝑝 ⟶ (𝑞 ⟶ 𝑟)       30  )(𝑝 ⟶ 𝑞) ⟶ 𝑟            31  )(𝑝 ∨ 𝑞) ⟶ 𝑟            32  )(𝑝 ∧ 𝑞) ⟶ 𝑟 
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 .هستند(  هیقض)  راستگو  ر یزی  ها  گزاره  دیده نشان   هستند؟  راستگو  قبل  نی تمر ی  ها  گزاره  از کی  کدام  -

33 )𝑝 ⟶ 𝑝                   34  )𝑝 ⟶ 𝑝 ∧ 𝑝      35 )𝑝 ∧ 𝑞 ⟶ 𝑝 

36  )𝑝 ⟶ 𝑝 ∨ 𝑞          37   )(𝑝 ∨ 𝑞) ∧ ~𝑝⟶ 𝑞   

 

   .دیکنی  بررس  را   ریزی  های  ارز  همی  درست  بال ی  ها  ن یتمری  ها  گزاره  جداول   کمک  به  -

(38   ~(~𝑝) ≡ 𝑝 (    مضاعف ضینق قاعده )   

 (39  𝑝 ∧ 𝑝 ≡ 𝑝   ،  𝑝 ∨ 𝑝 ≡ 𝑝 ی(  خوتوان قاعده)     

 (40  𝑝 ∨ 𝑞 ≡ 𝑞 ∨ 𝑝   ،   𝑝 ∧ 𝑞 ≡ 𝑞 ∧ 𝑝 یی(   جابجا  قاعده )   

 (41  𝑝 ⟶  𝑞 ≡ ~𝑞 ⟶ ~𝑝 (   ضینق  عکس  قاعده)    

 (42  ~(𝑝 ∧  𝑞) ≡ ~𝑝 ∨ ~𝑞 ،     ~(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ ~𝑝 ∧ ~𝑞 (    دمورگان قانون)   

(43   𝑝 ∧ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡  (𝑝 ∧ 𝑞) ∧ 𝑟 ،    (𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟 ≡ 𝑝 ∨ (𝑞 ∨ 𝑟) ی(  ریپذ شرکت قانون)   

(44 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (𝑝 ∨ 𝑟)  ، 𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟) ی(ریپذ عیتوز ای ی پخش قانون)  

(45  (𝑝 ⟶ 𝑞) ∧ (𝑞 ⟶ 𝑟) ≡ (𝑝 ⟶ 𝑟) ( شرط دری  تعد قانون)   

 (46  (𝑝 ∨ 𝑞) ∧ (∼ 𝑝 ∨∼ 𝑞) ≡ (𝑝 ∧∼ 𝑞) ∨ (∼ 𝑝 ∧ 𝑞) 

 (47  (𝑝 ∨ 𝑞)⟶ 𝑟 ≡ (𝑝⟶ 𝑟) ∨ (𝑞 ⟶ 𝑟) 

 (48  (𝑝 ∨ 𝑞)⟶ 𝑟 ≡ (𝑝⟶ 𝑟) ∧ (𝑞 ⟶ 𝑟) 

 (49  (𝑝 ∧ 𝑞)⟶ 𝑟 ≡ (𝑝⟶ 𝑟) ∨ (𝑞 ⟶ 𝑟) 

(50 (𝑝 ∧ 𝑞)⟶ 𝑟 ≡ (𝑝⟶ 𝑟) ∧ (𝑞⟶ 𝑟) 

 

-گزاره s  و  r و  q وp  و راستگو گزاره ک ی t و ( تناقض ا ی نادرست شه یهم) دروغگو گزاره ک ی c  دیکن فرض -

 نییتع  جدول  کمک   با )  کرده   ثابت  را   باشندیم   اثباتی  هاروش  ازی  انواع  که   ریزی  ای قضا.  باشند  دلخواه ی  ها

 . دیبزن مثال کی  هرکدام ی  برا   و (  بالی  ها نیتمر  در  شده  ثابت   قواعد   با   ای  ارزش

    (51  𝑐 ⇒ 𝑝 

   (52  𝑝 ⇒ 𝑡 

(53 (𝑝 ⟶ 𝑟) ∧ (𝑞 ⟶ 𝑟)  ⇒  (𝑝 ∨ 𝑞)⟶ 𝑟 

 (54  (𝑝⟶ 𝑞) ∧ (𝑟 ⟶ 𝑠)⇒ (𝑝 ∨ 𝑟⟶ 𝑞 ∨ 𝑠) 

 (55  (𝑝⟶ 𝑞) ∧ (𝑟 ⟶ 𝑠)⇒ (𝑝 ∧ 𝑟⟶ 𝑞 ∧ 𝑠) 
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 (56  (𝑝⟶ 𝑞) ∧ (𝑟 ⟶ 𝑠)⇒ (∼ 𝑞 ∨∼ 𝑠⟶∼ 𝑝 ∨ ∼ 𝑟) 

 (57  (𝑝⟶ 𝑞) ∧ (𝑟 ⟶ 𝑠)⇒ (∼ 𝑞 ∧ ∼ 𝑠 ⟶∼ 𝑝 ∧∼ 𝑟) 

 (58  (𝑝⟶ 𝑞) ∧ 𝑝 ⇒ 𝑞 یی(  استثنا اسیق)   

 (59  (𝑝⟶ 𝑞) ∧ ∼ 𝑞 ⇒∼ 𝑝 (  دافع اسیق)   

 (60  (𝑝⟶ 𝑞)⟺ (𝑝 ∧∼ 𝑞)⟶𝑞∧∼ 𝑝 ( خُلف برهان)    

 (61  (𝑝⟶ 𝑞)⟺ (𝑝 ∧∼ 𝑞)⟶ 𝑐 

 

ی گرید وی عطف بی ترک بای کی گزاره دو با جدول  هر) دیکن کامل را ریز جداول از کی هری خالی ها سلول -

 (.  سادهی  هاگزاره  ازی فصل  بیترک  با
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(76  (66  

(46  (56  
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  .دیکن  کامل  را  ریز  جداول ی  فصل  وی  عطف نرمال  صورت  دو   هری  ریبکارگ و  بال   ن یتمر  جداول   کمک  به  -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 وی  عطف  بیترکی  نوع  بهی  عموم   سور  که  داد  نشان   توانیم   شد،   گفته  سورها  قواعد  در  که  گونههمان(  76

  در مثلاً. شوندیم  گزاره به لیتبد سخن عالم در که هستند نماگزارهی تعدادی فصل بیترکی نوع بهی وجود سور

𝑼ی مجموعه سخن  عالم   اگر ی  متناه  حالت = {𝒖𝟏. 𝒖𝟐. … . 𝒖𝒏}    ،میدار  باشد : 

∀𝒙 𝑷(𝒙) ≡ 𝑷(𝒖𝟏) ∧ 𝑷(𝒖𝟐) ∧ …∧ 𝑷(𝒖𝒏)  

 و
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(70  (71  

(72  (73  
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∃𝒙 𝑷(𝒙) ≡ 𝑷(𝒖𝟏) ∨ 𝑷(𝒖𝟐) ∨ …∨ 𝑷(𝒖𝒏) 

 :دیده  نشان  دمرگان  قواعد  م یتعم  و  موضوع   ن یا  به   توجه  با

∼ (∀𝑥 𝑃(𝑥)) ≡  ∃𝑥 ∼ 𝑃(𝑥)    و                 ∼ (∃𝑥 𝑃(𝑥)) ≡  ∀𝑥 ∼ 𝑃(𝑥) 

 

 وجود  صورت  در  را   جملات   ن یبی  منطقی  هارابط  و   ساده ی  هاگزاره  ،147  تا  77  سوالت  از  کیهر  در  -

 فرم   به  را   ک ی  هر  ضی نق  ن یهمچن.  دیسیبنوی(  اضیری )صور  فرم   به   امکان  صورت  در  را   هاآن  و   دیینما  مشخص 

 هر   ض ینق  عکس   و   هرکدام  عکس  ز،ینی  شرطی  هاگزاره   مورد  در.  دیکن  ان یبیی  معنا   جملات  و ی(  نمادی )صور

 سخن  عالم  دو  حداقل  وجود،   صورت  در  مورد،   هر  در  علاوهبه .دیکن  انیبیی(  معنا  زین  وی  صور  شکل  به)  را  کی

 .دیکن   انیب  نظر  موردی گزاره ی  برا

 . است شب اکنون( 77

 . است زی سحرخ بهرام( 78

 . شودیم داریب خواب از 5 ساعت بهرام( 79

 . استی رازیشی سعد( 80

 . دارد حرف 4ی سعد( 81

 . استی فارسی الفبا دار نقطه حروف از "ی" حرف( 82

 . شودیم دار نقطه کلمات وسط در فقط  "ی" حرفی فارس در( 83

 . شودیم  لیتبد 𝜀 حرف به نهیآ در 3 ریتصو( 84

 .استی فارسی الفبا حروف از سه عدد ( 85

 .دارد  حرف دو سه( 86

 . است زوج که هستی عدد( 87

 . است زوجی عدد هر( 88

 . است زوجی حیصح عدد هر( 89

90  )2+x  آنکه مگر است زوج x  باشد فرد . 

 .دارد وجود 3 از کوچکتر مثبت حیصح عدد   دو  قاًیدق( 91

𝑥 نقطه در  𝑓  تابع( 92 = 𝑎 برابری حد 𝐿 دارد. 

 .دارد حد اش دامنه از a  نقطه هر درY  به  X از f تابع( 93

 .هست آن از  بزرگتری  عدد عدد هری برا( 94

 .است بزرگتری عدد  هر از که هستی عدد( 95
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 .است وستهیپ   ریپذ مشتق  تابع هر( 96

 .است وستهیپ  f آنگاه  باشد،  ریپذ مشتقی تابع  f اگر( 97

 .است 2 برابر زوج و  اول عدد هر( 98

 . x=2  آنگاه  باشد زوج و  اولی عدد  x اگر( 99

 . باشد  9 مضرب اگر است 3 مضرب حیصح عدد ک( ی100

 . باشد 9 مضرب اگر تنها است 3 حیصح عدد ک( ی101

 . باشد 3 مضرب عدد آن که است لازم  باشد، 9 مضرب  عدد کی نکهیای برا( 102

 . باشد 9 مضرب عدد  آن که استی کاف  باشد، 3 مضرب  عدد کی نکهیای برا( 103

 . باشد 3 مضرب عدد  آن که استی کاف  باشد، 9 مضرب  عدد کی نکهیای برا( 104

 .  هستند فرد  عدد دو  آن باشد، فرد عدد   دو ضرب هرگاه ( 105

106   )log 9 − 2 log3 = 0.   

107   )log 𝑎2 − 2 log𝑎 = 0. 

𝑎 هری برا( 108 > 0،   log 𝑎2 − 2 log𝑎 = 0. 

  آنها   متناظر  جملات  بیضرا  تمام   که  است  ن یا  باشند  برابری  ا  جمله  چند   دو  نکهیای  برای  کاف  و  لازم   شرط  ک( ی109

 . باشند برابر رینظ به رینظ

 .دارد عنصر نیکوچتری( مساو ای کمتری رابطه به نسبتی )عیطب اعداد از مجموعه ریز هری( بیخوشترت  اصل( )110

 . ندارد عضو نیبزرگتری(  مساو ای کمتری رابطه به نسبتی )عیطب اعداد مجموعه( 111

 از ی عیطب مضرب کی  است مثبت ها  آن ازی ک ی حداقل کهی قیحقی عدد دو  هری برا( اعدادی دسیارشم تیخاص( )112

 .  باشد بزرگتر گرید عدد  از که است موجود مثبت  عدد

  هر  خط  پارهی  متناه  تعداد   با   باشد  دراز  که  هم  چقدر  هر  خط  پاره  هر(  اعدادی  دسیارشم  تیخاصی  هندس  ریتعب( )113

 . شودی م دهیپوش باشند  کوچک که هم  اندازه

  را   B  از  کتای  عنصر  ک ی  A  عنصر  هر   به  هرگاه   است  تابع  کی  B  مجموعه  به  A  مجموعه  از  fی    رابطه(  تابع  فیتعر( )114

 . کند رینظ

 ریتصو  متفاوت  عنصر  دو  هرگاه  است  کی  به  کی  B  مجموعه  به  A  مجموعه  از  f  تابع(  کی  به  کی  تابع  فیتعر( )115

 . باشند داشته متفاوت

 . باشند برابر زین دامنه نیا از نقطه هر  در دو آن ریمقاد  و باشند داشته کسانی دامنه که برابرندی  زمان تنها تابع   دو( 116

 .است 3 برابر 2/3 حیصح جزء( 117

 . کتاستی وجود صورت در نقطه کی در  تابع ک ی حد ( حدیی کتای هیقض( )118
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 .است آن حد  بودن کتای  ،𝑓 تابع حد وجودی برا لازم شرط( 119

 . کندی م اریاخت  را f(b) و  f(a) نیب  ریمقادی  تمام  [a,b]بسته بازهی رو f وستهیپ  تابع  هری(  ان یم مقدار هیقض( )120

 .دارد مطلق ممینیم و  مطلق ممیماکز بسته  بازه کی یرو وستهیپ  تابع هر( اکسترمم مقدار هیقض( )121

ی  موضع  ممینیم  ای   ممیماکزی  دارا   اش  دامنه  از  نقطه  کی  در  f  تابع  اگر(  اکسترممی  برا   اول  مرتبه  مشتق  هیقض( )122

 .است صفر برابر وجود صورت در نقطه آن در f تابع  مشتق آنگاه  باشد

 .است ری پذ انتگرال وستهیپ  تابع  هر( 123

 . x=±a اگر تنها و اگر است a برابر  xی قیحق عدد  مطلق قدر( 124

 .   x<-aا ی x>aاگر تنها و  اگر است a مثبت عدد از بزرگتر  xی قیحق عدد  مطلق قدر( 125

 .  a<x<a-اگر تنها و  اگر است a مثبت عدد از کوچکتر xی  قیحق عدد مطلق قدر( 126

 .مینام ی  م صفر را آن که داردیکتایی  اثری ب عضو اعداد  جمع عمل به نسبتی قیحق اعداد مجموعه( 127

 .است اعداد( جمع) ضرب به نسبت کتا( ینهیقر) وارونی دارا  ناصفری قیحق عدد هر( 128

  اول   عوامل  حاصلضرب  شکل  بهیی  کتای  صورت  به  توانی  م  را  کی  از  بزرگتری  عیطب  عدد  هر(  حسابی  اساس  هیقض( )129

 .نوشت

 نوشته   اول  عدد  دو  مجموع  صورتبه  3  از  بزرگتر  زوج  عدد  هر(  است  نشده  دییتا   ای  رد  تاکنون  که  گلدباخ  حدس( )130

 . شودیم

 . باشد داشته( هیعل مقسوم)  شمارنده دو قاً یدق اگر تنها  و اگر  است اول x دلخواه عدد ( 131

 .ستین زوج 2 از بزرگتر  اول عدد چیه( 132

 . کی  ای است صفر برابر 4 بر میتقس در حیصح عدد هر  مربع مانده یباق( 133

𝑎𝑥2  دو  درجه  معادله  جواب  وجودی  برا  لزم  شرط  ،𝑐  و  𝑏  و  𝑎ی  قیحق  عدد  سه  هری  برا(  134 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  

𝑏2         که است نیا − 4𝑎𝑐 ≥ 0. 

𝑎𝑥2  دو  درجه  معادله  جواب  وجودی  برا  یکاف  شرط   ،𝑐  و  𝑏  و  𝑎ی  قیحق  عدد   سه  هری  برا(  135 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  

𝑏2         که است نیا − 4𝑎𝑐 ≥ 0. 

 .دارد جواب 3x2x+-0=1 معادله( 136

 .دارد  دوم شهیر دو قاً یدق مثبتی قیحق عدد هر( 137

  .داردی قیحق شهیر 2 حداکثر دوم درجه معادله هر( 138

 . ندارندی ا شهیر ای شهیر دو  ای  دارند شهیر کی ای ی قیحق اعداد در دو درجه معادلات همه( 139

ε  هری  برا(  نقطه  کی  دری  قیحق  تابع  کی  حد  فیتعر( )140 > δ  کی  0 > برای هر عدد     کهی  طور  به  است  موجود  0

x ،فاصله  اگر x از a از کمتر δ  فاصله آنگاه  باشد f(x) از L از کمتر ε  باشدی م . 
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 هر ی  برا  که  است  موجودی  عیطبی  عدد  مثبت،  دلخواهی  قیحق  عدد   هری  برا(  تینهای  ب   در na  دنباله  حد  فیتعر( )141

 .  باشد کوچکتر دلخواهی قیحق عدد آن از L از na فاصله n مانندی  عیطب عدد آن از بزرگتر  عدد

 . اند دهید همه را  شهرها  ازی برخ اما است نکرده سفر شهرها  همه به کس  چیه( 142

 . رفت و  آمد او( 143

 . آمد و رفت او( 144

 نمیبگز  دوستی جا به  جان من اگر باد حرامم        اوست حاکم دوست ند یگزی ریغ  منی برجا اگر( 145

 ! برفت  دهید از که آن هر!( برود)  نرود دل از( 146

 دگرانش  از میب و شهیاند چه تو نگران         جهانش  دو  هر از غم چه دارد توی سودا هرکه( 147

 

 . دیکن  ثابت را  ر یزی  ها  گزاره   م یمستق اثبات  روش  با  -

 . باشدی م زوجی عدد فرد،  حیصح عدد دو جمع( 148

 . است ریپذ بخش a  بر b -c آنگاه باشد،  c و  b ازی ا  شمارنده a اگر ،c و  b و a دلخواه حیصح عدد  سه هری برا( 149

 . است زوج ،یمتوال فرد حیصح عدد   دو نیانگیم( 150

 .استی رنزولیغ  شدن فیتعر صورت در( تابع دو  نیا بیترک) f ₒ g آنگاه باشند، ی  رنزولیغ   تابع دو g و f اگر( 151

 .هستند مشترک نقطه کی  در و نبودهی مواز y=-3x+2 و y=2x+1 معادلات  به خط دو( 152

 . باشدی  م 6 مضرب  ای است فرد  x آنگاه باشد، 3 ازی مضرب x اگر( 153

 . استیگو  زین 2x آنگاه باشد، ایگوی  عدد x اگر( 154

 

 . دیکن  ثابت را  ر یزی  ها   گزاره  از ک ی  هر  ض ینق  عکس   روش  با  -

 . است زوج زین x  آنگاه باشد،  زوجی عدد 2x اگر( 155

 . است اول عدد  همان  ازی مضرب زین  x آنگاه  باشد، اول ی عدد ازی مضرب  2x اگر( 156

 . هستند  زوج ها آن ازی کی حداقل آنگاه باشد،  زوج حیصح  عدد دو حاصلضرب اگر( 157

 .است زوج n آنگاه  باشد، زوج 7n+4 حاصل n حیصح عددی برا اگر( 158

 

 (.nی  عیطب  اعداد تمامی برا) دیکن  ثابت را  ریزی  هاگزارهی  اضیری  استقرا   با  -

 (159  13 + 23 + 33 +⋯+ n3 =
n2(n+1)2

4
 

 (160  (1 + 2 + 3+⋯+ n)2 = 1
3
+ 23 + 33 +⋯+ n3 
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  (161  1

1×2
+

1

2×3
+⋯+

1

𝑛(𝑛+1)
=

𝑛

𝑛+1
 

  .داردی قیحق شهیر n حداکثری قیحق بیضرا با  n درجه ازی ا چندجمله هر( 162

 .است ریپذ بخش 3بر n4-n7ی عیطب عدد( 163

xی  عیطب عدد هری برا( 164 > x3: میدار 3  ≥  3x2 + 3x + 1 . 

kی عیطب عدد   هری برا. باشد  کی از بزرگتری  عدد  a د یکن فرض( 165 > 1)    :میدار  2 + a)k >  1 + ka. 

 .25k! ≥ k   :میدار  k>2ی  عیطب عدد   هری برا( 166

 

 .دیکن  ثابت   خلف  برهان  روش  به  را   ریزی  ها  گزاره  -

y میباش داشته a  مثبت عدد هری برا  و باشندی  قیحق عدد دو y  و x  اگر( 167 ≤ x + a  آنگاه  y ≤ x . 

3√  ای  ،xی  قیحق عدد هری برا( 168 + x 3√   ای است گنگ − x. 

 .ندارد وجود 2√  از بزرگتری ایگو  عدد نیکوچکتر( 169

 .استی نامتناه اول اعداد تعداد( 170

𝑦  تابع دو نمودار( 171 =
𝑥

−6
+
1

4
𝑦  و  =

𝑥−1

𝑥2+𝑥−2
 . ندارندی برخوردی نقطهی  دکارت مختصات دستگاه در 

 .است گنگی عدد  اول عدد هر جذر( 172

 خواسته   روش  از  ر یغ  به  گر،یدی  روشها  با  را  گزاره  هر  دیتوانی  م   ایآ  که  دیکنی  بررس  بال   سوال  4  در(  173

 .دیکن  اثبات  شده، 

 

 . دیکن  ثابت  را  ریزی ارز همی  ها  گزارهی  درست  -

 . باشد فردی  عدد  2x اگر تنها  و اگر باشد، ی م  فردی  عدد x حیصح عدد ( 174

 :  معادلند  y و  x زیمتمای قیحق اعدادی برا ریزی گزاره سه( 175

1) y < x. 

2) y < (x + y)/2. 

3) x > (x + y)/2. 

  و   اگر  هستند  برابر  ، (xy)1/2  ، یهندس  نیانگیم  و   ،2/(x+y)  ،ی حساب  نیانگیم  ،y  و   x  زیمتمای  قیحق  اعدادی  برا(  176

 . x=y اگر تنها

 اش دامنه  نقاط  تمام  در  آن  مشتق  که  است  نیا  اش،  دامنه  در  f  تابع  بودنی  رصعودیغ ی  برای  کاف  و  لازم  شرط  ک( ی177

 .  باشدی منف
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 .دیکن  رد  نقض  مثال   با   را   ریزی  ها  گزاره  -

 . x3x<2 م،یدار x مثبتی قیحق عدد  هری برا( 178

 .ستین اول x آنگاه باشد،  ریپذ بخش  اول عدد کی  بر x حیصح عدد  اگر( 179

 . است 150 مضرب آنگاه باشد،  15 و 10 مشترک مضربی  عدد اگر( 180

 . است اولی عدد nی عیطب اعداد  تمامی برا 1n2+ عدد ( 181

 . باشند  ا یگو عدد دو  هر  اگر تنها و  اگر استیگوی عدد ای گو عدد دو مجموع( 182

 .است بسته اعداد  جمع عمل به نسبت گنگ اعدادی مجموعه( 183

 .استی صعود همواره f 3 تابع f مثبتی  قیحق تابع هری برا( 184

 . است زوجی تابع ،یقیحق فرد  تابع دو هر جمع( 185

𝑓 اگر ℎ  و 𝑔  و 𝑓ی  قیحق تابع  سه هری برا( 186 ∘ 𝑔 = 𝑓 ∘ ℎ آنگاه  𝑔 = ℎ . 

 

  وجود   صورت  در را   استدلل  اشکال   د، یکنی  بررس  را(  هااثبات)   هااستدلل و  هااستنتاج ی  درست  مورد  هر  در  -

  .دیکنی  بررس

 

.  داردیی  هابیع   ما   امروزی  غذا.  دارند  وجودی  ادیزی  مقو  و   خوشمزهی  غذاها.  باشدی  مقو  و   خوشمزه  د یبا   خوبی  غذا(  187

 .ستینی  خوبی غذا  مای  غذا نیبنابرا

  آورد   دیخواه  بدست   پول  شما.  بود  د ینخواه  کاریب  دیریبگ  مدرک   اگر.  دیریبگ  مدرک  دیشوی م  موفق   دیبخوان  درس  اگر(  188

 ! د یانخوانده درس پس د، یااوردهی ن بدست پول.  بود دیخواه کاریب ای

 

ی ضرر  دنیکش  گاریس  پس   کشد،یم  گاریس  خود  او.  است  نوشته  دنیکش  گاریس  مضرات  دربارهی  کتاب  شخص  نیا(  189

 !ندارد

 

 ! ندارد وجود جهان دریی(  مو پُری )مودار  آدم چیه:  حکم( 190

 .ستین( مو پر) مودار  باشد، داشته مو  تار n کهی کس  میکنی م  ثابت nی رو استقرا با(: استقرا  به)   اثبات

  تار   n   با ی  آدم  چیه   دیکن  فرض  حال.  شودی  نم  مودار  مو،  تار  کی  با  کهی  کس  رایز  است  درست  استقرا  هیپای  ازا  به  حکم

ی  م  جدا  را   فرد  نیای  مو   ک ی  باشد   پرمو  فرد  ن یا  اگر.  دیریبگ  نظر  در   را  مو   تار  n+1  با   مودار  نفر   ک ی  حال .  نباشد  مودار  مو،

  استقرا   فرض  خلاف  بر  نی ا  و  آمد  دست  به  مو  تار  n  با(  مو  پر)  مودار  آدم  نفر  کی  نیبنابرا.  شودی  نم(  مو  کم)   کچل  که  میکن

 ! شودی نم افتی  جهان دریی( پرموی )مودار آدم چیه جهیدرنت. ستین مودار مو، تار  n با ی انسان چیه پس. باشدی م
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  .رنگند هم ها  اسب همه :حکم( 191

 n یبرا  حکم   دیکن  فرض  حال.  است  رنگ  هم   خودش  با   اسب  کی  رایز  است  درست  استقرا  اول   گام   (:استقرا به ) اثبات 

  ها   اسب نیا  همه  میکن  ثابت   میخواهی  م.  د یریبگ  نظر  در  را  اسب  n+1  حال   باشند،   رنگ  هم   اسب  n  هری  عنی  باشد   درست

 . رنگند هم

 فرض  طبق  د؛یریبگ  نظر  در  را n-1, n+1 ,… ,2 ,1  شمارهی  ها  اسب حال.  دیکنی  گذار  شماره  n+1  تا  1 از  را  ها  اسب

 فرض   طبق  زی نn-1, n, n+1 ,… ,2   شمارهی  ها  اسب  نیهمچن.  رنگند  هم  ک،ی  شماره  اسب  با  ها  اسب  نیا  تمام  استقرا،

  با  اسب n+1 تمام جهیدرنت  رنگند؛ هم   ک،ی  شماره اسب با   n+1 تا  1  شمارهی هااسب همه نیبنابرا .هستند همرنگ استقرا

 ! شد ثابت حکم و  رنگند هم  گریکدی

 

 .است حیصح عدد نیبزرگتر  کی عدد:  حکم( 192

  خلف   فرض  به  بنا  آنگاه   باشد  حیصح  عدد  نیبزرگتر  n  اگر.  نباشد  نیچن  میکن  فرض(:  خلف  برهان  روش  به )  اثبات

n>1  . پس  >n.1=n2n،  2  رایز  است،   تناقض  نیا  کهn  از  د یبا  فرض  به  بنا   لذا   و   است  حیصحی  عدد  n  پس .  باشد  کوچکتر  

 !  شودی م  ثابت حکم  لذا و است نادرستیی  ابتدا فرض

 . هستند دروغگو  استمدارانیس ازی برخ. استمدارندیس مردان ازی برخ :فرض( 193

 ! هستند دروغگو استمدار،یس مردانِ ازی برخ نیبنابرا:  حکم          

 

 .  بردی  م خوابم راحت نکنم  کار ادی ز اگر. بردی نم خوابم راحت باشم داشته استرس اگر:  فرض( 194

 !  کنمی  م  کار اد یز باشم داشته  استرس اگر نیبنابرا:  حکم          

 

 .کتاستی وجود صورت در a نقطه  در f تابع حد :حکم( 195

a →xlim  و  f(x)=La →xlim  که  موجودند  L  ≠’L  اعداد  پس .  نباشد  نیچن  میکن  فرض(:  خلف  برهان   روش  به)   اثبات

f(x)=L’  .یتساو  دو  نی ا  اولی  ها  طرف  چون   که   ’L  =L  پس .  باشند   برابر  زین  دومی  ها  طرف  د یبا  پس  هستند،  کسانی 

 . کتاستی حد  لذا و  است باطل خلف فرض پس . است فرض  با تناقض

 

 

 ی زیر را ثابت کنید.گزاره  سه  های ساختاریسعی کنید با روش

𝑎𝑥2فرم  هر معادله درجه دو به   (196 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑏2  در آن  که    0 − 4𝑎𝑐 ≥ کم یک ریشه حقیقی ، دست0

 .دارد

2ی  معادله 𝑥کم برای دو عدد حقیقی  دست  (197 cos(2 cos−1(𝑥)) =  جواب دارد.  1
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 توان یک خط به موازات آن رسم کرد. ( از یک نقطه خارج یک خط می198



 

 

 

 

 
 

   دوم فصل  

 ه ی مجمــوع نظریـ 
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 . مفاهیم اولیه: مجموعه چیست؟ 1

چالش  از  یکی  باشد  چه  یا  چیست  مجموعه  مفهوم  در  اینکه  مفهوم  یک  که  هنگامی  است.  بوده  نوین  ریاضیات  مهم  های 

تعریف می باید  ریاضیات  برگیرندهجملهشود،  در  تمامی مصداقای جامع  به طور ی  بیان شود که  آن  برای  آن مفهوم  های 

همزمان مانع هم باشد، یعنی مانع از این که چیزی خارج از آن مفهوم در آن جمله صدق کند )مانع نبودن به این معنا می  

گوئیم تعریف باید جامع و مانع باشد. با  صطلاح میتواند منجر به ایجاد تناقض با اصول منطق و قضایای دیگر نیز باشد(. در ا

ارائه نشده است. شاید   برای آن  این توضیحات، مجموعه یک مفهوم است که تعریفی با شرایط گفته شده و بصورت ساده 

 تعریفی که از مجموعه شنیده باشید این باشد: 

 "باشند.  ویژگی مشترکیکه دارای  متمایز و    مشخصای از چیزها دسته "

می گویی  مترادف  نوعی  شهودی  تعریف  توسط  این  که  )"باشد  کانتور  ابهام    "(1845-1918گئورگ  البته  و  شد  بیان 

اینکه منظور از   باشد؟(. ابهاماتی  چه نوع ویژگی می  "ویژگی مشترک"چیست و    "مشخص  "و    "دسته    "زیادی دارد )مثلاً 

از آن  "( 1872-1970برتراند راسل)"که   تناقض میها  برخی  ایجاد  به  برای که منجر  این عبارت  اما  را معرفی نمود.  شدند 

نزدیک شدن مفهوم مجموعه به ذهن و شهود مناسب است. در واقع تعریف مجموعه با توجه به اصول و کاربردهایی که برای 

و بطور تقریباً    "(1861-1947آلفرد وایتهد )"آن انتظار داریم به مرور فهم خواهد شد. اصولی که توسط راسل و همکارش  

)"همزمان   زرملو  )"و    "(1871-1953ارنست  فرانکل  مفاهیم    "(1891-1965آبراهام  در  تناقض  ایجاد  از  جلوگیری  برای 

  شوند.شناخته می ZFیا به اختصار  فرانکل-اصول زرملوها تکمیل شدند و امروزه بیشتر به نام نظریه مجموعه

 

 

 

 

 

 

 

 

در تعریف شهودی بالا برای مجموعه، منظور از مشخص بودن یک عنصر در یک مجموعه امکان تعیین عضویت آن در 

انتظار داریم این است که بتوان تعیین کرد هر عنصر  ی مورد نظر میمجموعه از یک مجموعه  از چیزهایی که  باشد. یکی 

از مجموعه عضوی  آیا  عالم سخن  از  نظر میدلخواه  مورد  با ملاک  ی  واقع  در  و  خیر  یا  آن مجموعه عضویت  باشد  اشیاء 

یا فرمولیست که با کمک قواعد منطق ساخته شده    شوند. همچنین ویژگی مشترک عناصر یک مجموعه، قاعدهمی  مشخص

ها عناصر متمایز باشند )از کنیم که در مجموعهلاوه قرارداد میباشد و بیانگر ویژگی مشخصی از عناصر عالم سخن باشد. بع

از مفهوم کنیم(. با این توضیحات میداریم و بقیه را حذف میعناصر تکراری فقط یکی را نگه می انتظار  توان اصول مورد 

 ها را بیان خواهیم کرد. مجموعه را مدون نمود که در پایان فصل آن

ارنست زرملوبرتراندر راسل

 

آلفرد فرانکل

 

گئورگ کانتور 
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 :هامجموعه. چندمثال از 1.  2

 . فارسی الفبای از  د   م،  ل،  الف،  حروف  مجموعه( 1

 . مجموعه تمام اعداد طبیعی( 2

 .1200 تا  5  بین  مجموعه تمام اعداد طبیعی( 3

 یک.  و صفر  مجموعه تمام اعداد حقیقی بین( 4

 . مجموعه دانشجویان کلاس مبانی ریاضی ( 5

 . کلاس مبانی ریاضیهای مختلف دوستان در دستهمجموعه ( 6

 . مجموعه افراد با قد بالای سه متردر کلاس مبانی ریاضی( 7 

𝑥2های حقیقی معادلهمجموعه جواب (8 + 1 = 0 . 

 . کشور تانهر اسهای شهرستان هاینامهای مجموعهمجموعه متشکل از ( 9

معمولاً مجموعه ها را می توان به صورت توصیفی و یا به کمک نمادهای ریاضی معرفی کرد. گاهی هم همه عناصر یک  

 . شودگفته میآن مجموعه  نمایش تفصیلیبه آن که کنیم،  ها را با کاما از هم جدا میو آن نوشتهمجموعه را بین دو آکولاد 

از عضوی 𝑎 اگر . حروف بزرگ و عناصر آنها را با حروف کوچک نمایش می دهیمبا  !(اما نه همیشه)مجموعه ها را معمولاً 

𝑎باشد می نویسیم    𝐴ی  مجموعه ∈ 𝐴   خوانیم  می  و𝑎    عضو𝐴    به  یا متعلق𝐴  است به و اگر 𝑎  ی  از مجموعه عضوی𝐴 

𝑎نویسیم  باشد مین ∉ 𝐴. 

𝑥}نماد   ∈ 𝑈 | 𝑝(𝑥)}    یعنی تمامی𝑥  ی مرجع  مجموعههایی از عالم سخن یا𝑈    که گزاره𝑝(𝑥)  ها برقرار  برای آن

را   نمایش  این  مجموعهباشد.  می  سازنماد  را  نماد مجموعهگوئیم. هرمجموعه  با  و  بصورت صوری  اما  توان  داد  نمایش  ساز 

بینیم(. درواقع یکی از ساز لزوماً یک مجموعه نیست )تا پایان فصل این مطلب را میهرنمایشی به شکل این نماد مجموعه

مجموعه نظریه  مهم  نام  اصول  به  تصریح  ها  میاصل  همین  خواهد  به  را  مجموعه  یک  نمادی  چنین  موقع  چه  که  پردازد 

فرمولی منطقی و خوش ساخت باشد، این نماد   𝑝(𝑥)خود یک مجموعه باشد و   𝑈ساخت. در حالت خاص مثلاً هنگامی که  

 یک مجموعه را معرفی خواهد کرد.  

𝐴نویسیم  باشد و برعکس، و می    𝐵عضوی از    𝐴گوئیم هرگاه هر عضو  برابر  یا    مساوی  را  𝐵و    𝐴ی   دو مجموعه = 𝐵 

 )یعنی همه عناصر این دو مجموعه برابر باشند(. به فرم صوری داریم: 

𝐴 = 𝐵      ≡     ∀𝑥 (𝑥 ∈ 𝐴 ⟷ 𝑥 ∈ 𝐵) 

𝐴نویسیم  -گوئیم و می  نامساویصورت این دو را  درغیراین ≠ 𝐵    نامساوی بودن دو مجموعه را توضیح دهید و با نماد(

 ریاضی بنویسید(. 

گوئیم مجموعه عضو    𝐵ی ی مجموعه زیرمجموعه  𝐴ی  همچنین  هر  هرگاه  از    𝐴  است،  می  𝐵عضوی  و  نویسیم باشد 

𝐴 ⊆ 𝐵گفته می حالت همچنین  این  در  که  .  در    𝐴شود،  یا    𝐵مشمول  اَبَرمجموعه  𝐵است  )یا  پس    𝐴ی(  شاملِ  است. 

 داریم:

𝐴 ⊆ 𝐵      ≡     ∀𝑥 (𝑥 ∈ 𝐴 ⟶ 𝑥 ∈ 𝐵) 
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𝐴همچنین اگر  ⊆ 𝐵    اما𝐴 ≠ 𝐵  ،  گوئیم𝐴  ی  ی محض یا سرهزیرمجموعه𝐵  نویسیمو می  است  𝐴 ⊂ 𝐵    یا𝐴 ⊊ 𝐵 

 .)نمایش ریاضی این تعریف را بنویسید(

 بنابراین داریم:  

𝐴 = 𝐵      ⟺       𝐴 ⊆ 𝐵      و       𝐵 ⊆ 𝐴 

آن    شود در غیر این صورتگفته میمتناهی    یمجموعه که به آن باشد تواند شامل تعداد متناهی عنصریک مجموعه می

  ی ای همجموعهد و بقیه متناهی هستند(.  متناهی هستن( نا 4( و )2)های بالا  مثالدر  می گوییم )  نامتناهی    یمجموعهرا یک  

توان بررسی کرد که می  .دنامیده می شون  خالی   یا  تهی  یمجموعه  در بالا که هیچ عنصری ندارند،  (8( و )7)  هایمثال مانند

ی تهی وجود دارد )بررسی کنید چرا!(. بنابراین همه را با یک  های تهی برابر هستند، پس تنها یک مجموعهی مجموعههمه

 دهیم. نمایش می { }یا   ∅نماد مشترک  

{ }های  و در حالت خاص مجموعه  {𝑎}و     𝑎های  با توجه به مطالب بالا برای تمرین بیشتر تفاوت = را با    {∅}و  ∅

 دقت بررسی کنید. 

هستند    𝐴هایی از  ، همواره زیرمجموعه𝐴ی تهی و خود  ، مجموعه𝐴ی دلخواه مانند  برای هر مجموعه (  1.   2.  2قضیه

 گوئیم(.  𝐴های بدیهی  )این دو را زیرمجموعه

𝐴، اگر  𝐶و   𝐵و    𝐴ی دلخواه  )ویژگی تعدی یا ترایایی در زیرمجموعه بودن( برای هر سه مجموعه( 2 ⊆ 𝐵    و𝐵 ⊆ 𝐶  ،

𝐴آنگاه   ⊆ 𝐶 . 

ی تهی هم که عضوی ندارد،  باشد. همچنین مجموعهی خودش میهر مجموعه زیرمجموعه   واضح است که  (1اثبات.) 

انتفاء مقدم هر عضوش در هر مجموعه  𝑥 (𝑥∀ی دیگر قرار دارد )درواقع گزاره شرطی   پس به  ∈ ∅ ⟶ 𝑥 ∈ 𝐴)    که

 مجموعه است.ی هر ی تهی هم زیرمجموعهباشد(. پس مجموعهدارای فرض نادرست است، همواره درست می

𝑥فرض کنید   (2) ∈ 𝐴    عنصری دلخواه باشد. چون بنا به فرض𝐴 ⊆ 𝐵بودن  ، پس طبق تعریف زیرمجموعه𝑥 ∈ 𝐵 .   

𝐵بطور مشابه چون   ⊆ 𝐶  پس ،𝑥 ∈ 𝐶  بنابراین از فرض .𝑥 ∈ 𝐴    نتیجه شد𝑥 ∈ 𝐶 لذا طبق تعریف زیرمجموعه بودن .

𝐴 ⊆ 𝐶               .    

-خود یک مجموعه تشکیل می   𝐴های  ی زیرمجموعهی شامل همهرا در نظر بگیرید. دسته  𝐴ی  مجموعه  . 3. 2تعریف 

ایست که عناصرش مجموعه  𝒫(𝐴)دهیم. پس  نمایش می  𝒫(𝐴)را با  گوئیم و آنمی  𝐴  ی توانیمجموعهدهند که به آن  

 مجموعه هستند: هم

.𝒫(𝐴) = { 𝑋 | 𝑋 ⊆ 𝐴 } 

.∅( قضیه قبل همواره، 1باتوجه به قسمت ) 𝐴 ∈ 𝒫(𝐴). 

 

 

 

 ها . اعمال روی مجموعه2
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 نمائیم. ها را معرفی و بررسی می در این بخش برخی از اعمال مهم روی مجموعه

 ها . اجتماع و اشتراک مجموعه1. 2

ها و  ریختن عناصر همه آنی جدید با روی هم  طور شهودی یعنی تشکیل یک مجموعهاجتماع دو یا چند مجموعه به

 حذف تکرارهای عناصر. تعریف دقیق اجتماع دو مجموعه بصورت زیر است.

𝐴را با     𝐵و    𝐴ی   اجتماع دو مجموعه  . 4.  2تعریف   ∪ 𝐵  متشکل از    ی مجموعهدهیم و عبارت است از  نمایش می

 ساز داریم:  صورت نمایش مجموعه)یا هردو( باشند. به 𝐵عضوی از    یا   𝐴اعضایی که عضوی از  یهمه

𝐴 ∪ 𝐵 = { 𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∨  𝑥 ∈ 𝐵 } 

کنیم   عبارت  توجه  اعضاهمه"که  مجموعه  "ی  برای  مثلاً  است.  لازم  بالا  تعریف  𝐴های  در  = {1. 2. 𝐵و    {4 =

{1. 𝐶ی  اعضای مجموعه  {3 = {1. نیز باید    4و    3واقع   . درنیستندی چنین اعضایی  اما همههستند،    𝐵یا    𝐴از    {2

𝐴در   ها، یعنیدر اجتماع آن ∪ 𝐵 = {1. 2. 3.  ، باشد. {4

توان نمایش داد. قسمت رنگ شده  ، می نمودار وِنصورت زیر، موسوم به  را با نموداری به  𝐵و    𝐴ی  اجتماع دو مجموعه

ایجاد   برای  نمایش  نوع  این  که  کنید  دقت  است.  دو مجموعه  این  نمایش  اجتماع  برای  مثال  یک  عنوان  به  و  بهتر  شهود 

 استفاده کرد.  تواننمیها رود و از آن برای اثبات درستی گزارهها بکار میمجموعه

 

 

 

 

 

 

 آوریم. های داده شده را بدست میدر هر مورد اجتماع مجموعه.  5.  2مثال  

1) 𝐴 = {1. 𝑎. 𝑏. 𝑐}    و𝐵 = {1. 2. 𝐴. 𝑥}  

 تفاوت دارد. پس داریم،  𝐴با      𝑎دقت کنید که عناصر باید عیناً یکسان باشند تا تکراری محسوب شوند. مثلاً در اینجا  

𝐴 ∪ 𝐵 = {1. 2. 𝑎. 𝑏. 𝑐. 𝑥. 𝐴} = {1.2. 𝑎. 𝑏. 𝑐. 𝑥. {1. 𝑎. 𝑏. 𝑐}} 

 

2  )𝐷 = {𝑦 ∈ ℤ | − 1 < 𝑦 ≤ 𝐶و    {6 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 > 2} 

متغیرهای   که  کنید  و می  𝑦و    𝑥دقت  واقع   ظاهری هستند  در  داده شوند.  تغییرنام  اعداد  مجموعه  𝐶توانند  تمام  ی 

.0.1}، یعنی  6و    0ی اعداد بین صحیح بین  مجموعه  𝐷باشد و  می   2صحیح بزرگتر از   2. 3. 4.5. است. پس اجتماع   {6

 در برخواهد داشت. پس،  𝐶را از  2و بقیه اعداد بزرگتر از   𝐷را از   2و   1و   0ها  آن

𝐶 ∪ 𝐷 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≥ 0} 

𝐴                 
         

                 𝐵  

𝐴 ∪ 𝐵 
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وضوح با اطلاعات ما از این دو مجموعه پاسخ حدس زده شد. اما در واقع این یک حدس  ای بود و بهالبته این مثال ساده

چنین این مثال را در کنیم. همتساوی بالا ثابت شود که این اثبات را به شما واگذار میاست و باید به کمک تعریف اجتماع،  

 انتخاب شوند، مجدداً بررسی نمائید.  ℤجای ، بهℝی اعداد حقیقی،  از مجموعه 𝐷و   𝐶که عناصر دو مجموعه حالتی

ی مرجع باشد، آنگاه  مجموعه  𝑀مجموعه باشند و    𝐷و    𝐶و    𝐵و    𝐴اگر  ها(.  )خواص اجتماع مجموعه  6.  2قضیه  

 های زیر برقرارند. گزاره

𝐴)خاصیت خودتوانی اجتماع(  (1 ∪ 𝐴 = 𝐴. 

𝐴جایی اجتماع(  )خاصیت جابه (2 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴. 

𝐴پذیری اجتماع( )خاصیت شرکت (3 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶  . 

𝐴ی بی اثر اجتماع( . )خاصیت مجموعه (4 ∪ ∅ = 𝐴 

𝐴ی مرجع اجتماع( )خاصیت مجموعه (5 ∪𝑀 = 𝑀 . 

6) 𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵    و𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵. 

𝐴اگر  (7 ⊆ 𝐶  و 𝐵 ⊆ 𝐶    آنگاه𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐶. 

 هاست(. ی شامل هر دوی آن مجموعه( اجتماع دو مجموعه کوچکترین مجموعه6)با توجه به این گزاره و قسمت )        

8) 𝐴 ⊆ 𝐵  اگر   اگر و تنها𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵. 

𝐴اگر  (9 ⊆ 𝐶  و𝐵 ⊆ 𝐷 آنگاه ،  𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐶 ∪ 𝐷 . 

طور مستقیم به کمک قواعد ترکیب فصلی که در فصل قبل گفته شده،  ها با عضوگیری و بهاثبات همه قسمتاثبات.  

-شوند که به شما واگذار میطور مشابه ثابت میها بهکنیم، بقیه قسمت( را ثابت می 8( و )7های )قابل انجام است. قسمت

 شود )حتماً بررسی نمائید!(. 

𝐴رض کنید  ف  (7) ⊆ 𝐶   و𝐵 ⊆ 𝐶  برای اثبات .𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐶  فرض کنید ،𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵  بنابه تعریف اجتماع .𝑥 ∈

𝐴   یا𝑥 ∈ 𝐵  پس بنابه فرض در هر حالت .𝑥 ∈ 𝐶  ،بنابراین .𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐶 . 

𝐴ابتدا فرض کنید  (  8) ⊆ 𝐵( 6. بنا به قسمت  ،)𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵  پس برای اثبات تساوی کافی است ثابت کنیم .𝐴 ∪

𝐵 ⊆ 𝐵  اگر .𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵  آنگاه بنابه تعریف اجتماع ،𝑥 ∈ 𝐴    یا𝑥 ∈ 𝐵  اگر .𝑥 ∈ 𝐵  شود و  خواهیم ثابت میچه میآن

𝑥اگر  ∈ 𝐴  آنگاه بنا به فرض ،𝐴 ⊆ 𝐵  باز هم داریم ،𝑥 ∈ 𝐵 .و در این حالت هم حکم برقرار است 

𝐵برعکس فرض کنید   = 𝐴 ∪ 𝐵( داریم،  6، آنگاه بوضوح بنا به قسمت )𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 و لذا حکم ثابت می ،-

 شود.   

های اجتماع در قضیه بالا یک مثال بزنید و درستی یا نادرستی عکس  عنوان تمرین بیشتر، برای هر مورد از ویژگی  به

 های شرطی یک طرفه را نیز بررسی کنید. گزاره

 

ی جدید از عناصری که در هر دو مجموعه مورد  طور شهودی یعنی تشکیل یک مجموعهاشتراک دو یا چند مجموعه به

 نظر باشند. تعریف دقیق اشتراک دو مجموعه بصورت زیر است. 

𝐴را با     𝐵و    𝐴ی   اجتماع دو مجموعه  . 7.  2تعریف   ∩ 𝐵  متشکل از   ی مجموعهدهیم و عبارت است از  نمایش می

 ساز داریم:  صورت نمایش مجموعه)یعنی هردو با هم( باشند. به 𝐵ضوی از  ع  و 𝐴اعضایی که عضوی از  یهمه
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𝐴 ∩ 𝐵 = { 𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∧  𝑥 ∈ 𝐵 } 

عبارت  توجه کنیم   اعضاهمه"که  برای مجموعه  "ی  مثلاً  است.  بالا لازم  تعریف  𝐴های  در  = {1. 2. 3. 𝐵و    {4 =

{1.2. 𝐶ی  اعضای مجموعه  {3 = {1. نیز    3واقع   . دری چنین اعضایی نیستنداما همه هستند،    𝐵و  𝐴در هر دوی    {2

𝐴ها، یعنی در  باید در اشتراک آن ∩ 𝐵 = {1. 2.    ، باشد.{3

 باشد.  ، بصورت زیر است. قسمت رنگ شده اشتراک این دو مجموعه می𝐵و   𝐴ی دو مجموعهبرای اشتراک  نمودار وِن

 

 

 

 

 

 

𝐴گوئیم هرگاه هیچ عضو مشترکی نداشته باشند، یعنی،  مجزا  یا    ازهم جدا   همچنین دو مجموعه را  ∩ 𝐵 = . )دقت  ∅

ی متمایز )نامساوی( ممکن است مجزا نباشند،  های متمایز و مجزا تفاوت وجود دارد. در واقع دو مجموعهکنید که بین واژه

 ی مجزا حتماً متمایز هم هستند.( مشترکی داشته باشند، اما هر دو مجموعهیعنی عضو 

 

 آوریم. های داده شده را بدست میدر هر مورد اشتراک مجموعه.  8.  2مثال  

1) 𝐴 = {1. 2. 𝑎. 𝑏. 𝑐}    و𝐵 = {{1. 2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥. 1}  

.1}یا    𝐴با      𝑎 در اینجا  دقت کنید که عناصر باید عیناً یکسان باشند تا تکراری محسوب شوند. مثلاً 2. 𝑎}   با عناصر

 𝑎  تفاوت دارد. پس داریم، 1و 2 و   𝐴 ∩ 𝐵 = {1} . 

 

2  )𝐷 = {𝑦 ∈ ℤ | − 1 < 𝑦 ≤ 𝐶و    {6 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 > 2} 

متغیرهای   که  کنید  و می  𝑦و    𝑥دقت  واقع   ظاهری هستند  در  داده شوند.  تغییرنام  اعداد  مجموعه  𝐶توانند  تمام  ی 

.0.1.2.3.4.5}، یعنی  6و    0ی اعداد بین صحیح بین  مجموعه  𝐷باشد و  می  2صحیح بزرگتر از   است. پس اشتراک   {6

𝐶   را خواهد داشت. پس،  𝐷ی باشند و هم در مجموعه 2ی اعدادی که هم بزرگتر از همه ∩ 𝐷 = {3. 4. 5. 6}. 

را به  عات ما از این دو مجموعه حدس زده شد، باید اثبات گردد که آنمانند همیشه، درستی پاسخ این مثال که با اطلا

جای  ، بهℝی اعداد حقیقی،  از مجموعه  𝐷و    𝐶که عناصر دو مجموعه  کنیم. همچنین این مثال را در حالتی شما واگذار می

ℤ  .انتخاب شوند، مجدداً بررسی نمائید 

ی مرجع باشد، آنگاه  مجموعه  𝑀مجموعه باشند و    𝐷و    𝐶و    𝐵و    𝐴اگر  ها(.  )خواص اشتراک مجموعه  9.  2قضیه  

 های زیر برقرارند. گزاره

𝐴)خاصیت خودتوانی اشتراک(  (1 ∩ 𝐴 = 𝐴. 

𝐴جایی اشتراک( )خاصیت جابه (2 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴 . 

𝐴                 
         

                 𝐵  

𝐴 ∩ 𝐵 
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𝐴پذیری اشتراک( )خاصیت شرکت (3 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶 . 

𝐴ی بی اثر اشتراک( . )خاصیت مجموعه (4 ∩𝑀 = 𝐴 

𝐴ی تهی بر اشتراک( مجموعه)اثر  (5 ∩ ∅ = ∅. 

6) 𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴    و𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐵. 

𝐶اگر  (7 ⊆ 𝐴  و 𝐶 ⊆ 𝐵    آنگاه𝐶 ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵. 

          ( این گزاره و قسمت  به  بزرگترین مجموعه6)با توجه  اشتراک دو مجموعه  -ی مشمول در هر دوی آن مجموعه( 

 هاست(.  

8) 𝐴 ⊆ 𝐵  اگر   اگر و تنها𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐵. 

𝐴اگر  (9 ⊆ 𝐶  و𝐵 ⊆ 𝐷 آنگاه ،  𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐶 ∩ 𝐷 . 

طور مستقیم به کمک قواعد ترکیب عطفی که در فصل قبل گفته شده،  ها با عضوگیری و بهاثبات همه قسمتاثبات.  

 )حتماً بررسی نمائید!(.  قابل انجام است

 

-نادرستی عکس گزارههای گفته شده در قضیه بالا یک مثال بزنید و درستی یا عنوان تمرین، برای هر مورد از ویژگی به

 های شرطی یک طرفه را نیز بررسی کنید. 

 

 های زیر برقرارند.، آنگاه گزارهسه مجموعه باشند  𝐶و   𝐵و   𝐴اگر  .  10.  2قضیه  

 های جذبی( )خاصیت (1

                                                                 
𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝐴

𝐴 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐴
 

 پذیری یا پخشی(توزیعهای )خاصیت (2

                                                              
𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶)

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)
 

 باشد. های عطفی و فصلی ساده میاثبات. به کمک تعاریف و قواعد مشابه منطقی ترکیب

اول پخشی )اجتماع  را به کمک خاصیت  اجتماع(  اشتراک روی  برای تمرین سعی کنید خاصیت دوم پخشی )پخشی 

𝐴)روی اشتراک( و خواص دیگر اثبات شده در بالا ثابت کنید )راهنمایی: از طرف دوم تساوی،   ∩ 𝐵)    را روی(𝐴 ∩ 𝐶)  

 پخش کنید(.  به کمک خاصیت پخشی اجتماع روی اشتراک

 

 

 ها ها و متمم مجموعهتفاضل. 2. 2

  𝐵که در    𝐴ی عناصر  ی متشکل از  همه، مجموعه𝐵و    𝐴ی   برای هر دو مجموعهها(. )تفاضل مجموعه 11.  2تعریف 

𝐴نباشند، را با   − 𝐵   یا𝐴 ∖ 𝐵 دهیم و تفاضل  نمایش می𝐵  از𝐴    یا متمم𝐵  نسبت به𝐴  نامیم: می 

.𝐴 − 𝐵 = { 𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∧  𝑥 ∉ 𝐵 } 
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 صورت زیر است:قسمت رنگ شده به 𝐴از  𝐵نمایش نمودار ون برای تفاضل 

 

 

 

 

 

 

𝐴در حالت خاص اگر   = 𝑀  ی مرجع باشد، متمم هر مجموعه مانند  مجموعه𝐵  را با  نسبت به آن𝐵′    یا𝐵𝑐    نمایش

 نامیم. می 𝐵دهیم و متمم  می

 ی داده شده تفاضل هر یک از دیگری را بیابید. برای هر دو مجموعه.  12.  2مثال  

1) 𝐴 = {1.2. 𝑎. 𝑏. 𝑐. {1. 𝐵و    {{2 = {{1. 2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥. 𝑐. 1} 

𝐴برای یافتن   − 𝐵   عناصر𝐴   را نوشته و سپس عناصر𝐵  کنیم )عناصر باید عیناً ظاهر شده باشند(: را از آن حذف می 

𝐴 − 𝐵 = {2. 𝑎. 𝑏. {1. 2}} 

𝐵 − 𝐴 = {{1. 2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥} 

 

2  )𝐷 = {𝑦 ∈ ℤ | − 1 < 𝑦 ≤ 𝐶و    {6 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 > 2} 

 𝐶توانند تغییرنام داده شوند. چون   ظاهری هستند و می  𝑦و    𝑥چه در اجتماع و اشتراک گفته شد، متغیرهای  مشابه آن

از  مجموعه بزرگتر  اعداد صحیح  تمام  𝐶 است،    2ی  − 𝐷  از همه است  از  متشکل  بزرگتر  که  اعدادی  در    2ی  اما  باشند 

𝐷ی  مجموعه = {0.1. 2. 3. 4. 5.  نباشند. پس،  {6

𝐶 − 𝐷 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 > 2 ∧   𝑥 ∉ {0.1. 2. 3. 4. 5. 6} } = {7. 8. 9. … } 

  چنین:هم

𝐷 − 𝐶 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ∈ {0.1. 2. 3. 4. 5. 6}   ∧   𝑥 ≤ 2} = {0. 1. 2} 

 

این  چنین  کنیم. همرا به شما واگذار میها اثبات گردند که آنها حدس زده شدند و باید تساویمانند قبل، در بالا پاسخ  

را در حالتی اعداد حقیقی،  از مجموعه  𝐷و    𝐶که عناصر دو مجموعه  مثال  بررسی    ℤجای  ، بهℝی  انتخاب شوند، مجدداً 

 نمائید. 

-جایی را ندارد. در قضیه بعد برخی از ویژگیها ویژگی جابهتوان فهمید که تفاضل مجموعههای بالا میبا توجه به مثال 

 بینیم.می ها را های مهم تفاضل مجموعه

 های زیر برقرارند. گاه گزارهمجموعه باشند، آن 𝐵و   𝐴اگر  ها(.  )خواص تفاضل مجموعه  13.  2قضیه  

𝐴                 
         

                 𝐵  

𝐴 − 𝐵 

𝐴                 
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1) 𝐴 − 𝐴 = ∅. 

2) 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 − (𝐵 ∩ 𝐴). 

3) (𝐴 − 𝐵) ∩ (𝐵 − 𝐴) = ∅. 

4) (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐵). 

5) 𝐴 ∪ 𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴). 

𝐴اگر  (6 ⊆ 𝐵  آنگاه ،𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 − 𝐴) . 

 ها براحتی قابل اثبات است.با عضوگیری تمامی قسمت اثبات.

 

 ها قضیه زیر را داریم. با کمک قضیه بالا برای متمم به عنوان حالت خاصی از تفاضل مجموعه

 

گاه  ی مرجع باشد، آنمجموعه  𝑀دو مجموعه دلخواه باشند و    𝐵و    𝐴اگر  ها(.  )خواص متمم مجموعه  14.  2قضیه  

 برقرارند. های زیر گزاره

1) 𝑀𝑐 = 𝑐∅و    ∅ = 𝑀 . 

2) (𝐴𝑐)𝑐 = 𝐴. 

3) 𝐴 ⊆ 𝐵   اگر و تنها اگر𝐵𝑐 ⊆ 𝐴𝑐. 

4) 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 

5) 𝐴 ∩ 𝐴𝑐 = ∅. 

𝐴اگر  (6 ∩ 𝐵 = 𝐵، آنگاه  ∅ ⊆ 𝐴𝑐.  

 اشتراکی ندارد.(  𝐴باشد که با  می بزرگترین مجموعه 𝐴𝑐شود که  ( نتیجه می6( و )5)از )

7) 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 = 𝑀. 

𝐴اگر  (8 ∪ 𝐵 = 𝑀  آنگاه ،𝐴𝑐 ⊆ 𝐵.  

 باشد.( برابرِ مجموعه مرجع می 𝐴است که اجتماعش با   کوچکترین مجموعه 𝐴𝑐شود که  ( نتیجه می8( و )7)از )

9) 𝐴𝑐 ( یکتاست. 6( و ) 5با شرایط ) 

𝐴))قوانین دِمُرگان(    (10 ∪ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐      و(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐 

-ها با عضوگیری و تعریف ساده می ی قسمتاثبات بقیهکنیم.  ( را ثابت می 10( و یک قسمت از )9های )گزارهاثبات.  

 گردد.   باشد و به عنوان تمرین به شما واگذار می

با شرایط  مجموعه  𝐷فرض کنید    (9) 𝐴ای  ∩ 𝐷 = 𝐴و    ∅ ∪ 𝐷 = 𝑀  نشان می با   باشد.  باید  این مجموعه  دهیم 

𝐴𝑐    برابر باشد. اگر𝑥 ∈ 𝐷  چون ،𝐴 ∩ 𝐷 = 𝑥، داریم،  ∅ ∉ 𝐴  پس بنابه تعریف باید .𝑥 ∈ 𝐴𝑐  و بنابراین ،𝐷 ⊆ 𝐴𝑐  .

𝑥همچنین اگر   ∈ 𝐴𝑐  آنگاه ،𝑥 ∉ 𝐴    و𝑥 ∈ 𝑀  که چون ،𝐴 ∪ 𝐷 = 𝑀  لذا باید ،𝑥 ∈ 𝐷  پس .𝐴𝑐 ⊆ 𝐷  و لذا ،𝐷 =

𝐴𝑐. 

𝐴)تساوی    (   10) ∪ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐   کنیم. مراحل اثبات را بصورت خلاصه و با نمادهای  را با عضوگیری ثابت می

باشد،  گونه نوشتن از نظر منطق ریاضی چندان صحیح نمیگونه که در فصل قبل گفتیم، ایننویسیم. البته همانی میریاض
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توانیم از این روش خلاصه نویسی  کم در این کتاب( میها از سمت چپ )دستاما با قرارداد ما مبنی بر اولویت انجام عملیات

 کنیم. )با شرط عدم ایجاد ابهام( استفاده 

𝑥 ∈ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑐 

تعریف متمم 
⇔    𝑥 ∉ 𝐴 ∪ 𝐵 

                       
تعریف اجتماع  
⇔     ∼ (𝑥 ∈ 𝐴   ∨   𝑥 ∈ 𝐵) 

              
 ∨قاعده نقیض 
⇔     𝑥 ∉ 𝐴 ∧   𝑥 ∉ 𝐵 

             
تعریف متمم 
⇔    𝑥 ∈ 𝐴𝑐  ∧   𝑥 ∈ 𝐵𝑐 

                                    
تعریف اشتراک 
⇔     𝑥 ∈ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐.                     

 

اجتماع مجموعه با  ها نمایش دهنده ترکیب گزارهاگر عمل  متقارن مجموعه  "یا"های عضویت  بهباشد، تفاضل  -ها که 

 است. "یای مانع جمع"های عضویت با  شود، ترکیب گزارهصورت زیر تعریف می

ی متشکل از  ها مجموعه، تفاضل متقارن آن𝐵و    𝐴ی   برای هر دو مجموعهها(.  )تفاضل متقارن مجموعه  15.  2تعریف  

یا در  همه یا در    𝐴ی عناصری است که  نه در هر دو. تفاضل متقارن    𝐵هستند و  با    𝐵و    𝐴های   مجموعهو   𝐴 ∆ 𝐵را 

 دهیم. باتوجه به تعریف داریم: نمایش می

𝐴∆𝐵 = 

 (   𝐵هستند یا در  𝐴ی عناصرکه یا در  ی همه)مجموعه −هستند(   𝐵و   𝐴ی عناصری که در هر دوی  ی همه)مجموعه

 یعنی، 

𝐴 ∆ 𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐵) 

 داریم:   13. 2( از قضیه 4که با توجه به قسمت )

𝐴 ∆ 𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) 

های  مجموعهباشد. نمایش وِن برای تفاضل متقارن  در تعریف این عمل می  "متقارن"ی  که این دلیلی بر بکار بردن کلمه 

𝐴   و𝐵 صورت زیر است:نیز قسمت رنگ شده به 

 

 

 

 

 

𝐴                         

                 𝐵  

𝐴∆𝐵 

𝐴                
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  را بیابید.   𝐴∆𝐵ی داده شده تفاضل متقارن  برای دو مجموعه.  16.  2مثال  

1) 𝐴 = {1.2. 𝑎. 𝑏. 𝑐. {1. 𝐵و    {{2 = {{1. 2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥. 𝑐. 1} 

 داریم:  12. 2بنا به مثال 

𝐴 − 𝐵 = {2. 𝑎. 𝑏. {1. 2}} 

𝐵 − 𝐴 = {{1. 2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥} 

  پس بنابر توضیحات بالا

𝐴∆𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) = {2. 𝑎. 𝑏. {1. 2}} ∪ {{1.2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥}
= {2. 𝑎. 𝑏. {1. 2}. {1. 2. 𝑎}. 𝐴. 𝑥} 

  

2  )𝐵 = {𝑦 ∈ ℤ | − 1 < 𝑦 ≤ 𝐴و    {6 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 > 2} 

 ( داریم،  2)  8. 2( و 2) 5. 2های طبق مثال

               𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≥ 0} 

    𝐴 ∩ 𝐵 = {3. 4. 5. 6} 

 پس بنا به تعریف: 

𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐵) = {0. 1. 2.7. 8. 9. 10.… } 

 

 های زیر برقرارند. سه مجموعه باشند، آنگاه گزاره 𝐶و   𝐵و   𝐴اگر  ها(.  )خواص تفاضل متقارن مجموعه  17.  2قضیه  

1) 𝐴∆∅ = 𝐴. 

2) 𝐴∆𝐴 = ∅ . 

𝐴∆𝐵جایی(  )خاصیت جابه (3 = 𝐵∆𝐴. 

𝐴∆(𝐵∆𝐶)پذیری(  )خاصیت شرکت (4 = (𝐴∆𝐵)∆𝐶. 

𝐴)خاصیت پخشی اشتراک روی تفاضل متقارن(  (5 ∩ (𝐵∆𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵)∆(𝐴 ∩ 𝐶) . 

ها را  های آنها با کمک تعریف و قضایای قبلی ساده است. اثباتکنیم. اثبات بقیه قسمت( را ثابت می5خاصیت )  اثبات.

 ( را نیز به کمک عضوگیری ثابت کنید. 5بررسی کنید. همچنین تلاش نمائید تا تساوی )

 با شروع از سمت راست تساوی داریم:   (.5اثبات )

 

= سمت راست تساوی  (𝐴 ∩ 𝐵)∆(𝐴 ∩ 𝐶)  

                    __________
تعریف تفاضل متقارن 

((𝐴 ∩ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐶)) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) − (𝐴 ∩ 𝐵))      

                    __________
قضیه خواص تفاضل

((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ (𝐴 ∩ 𝐶)𝑐) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ (𝐴 ∩ 𝐵)𝑐) 
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                     __________
قوانین دمورگان 

((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ (𝐴𝑐 ∪ 𝐶𝑐)) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ (𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐)) 

                   __________
خاصیت پخشی اشتراک براجتماع 

(((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐴𝑐) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶𝑐)) ∪    

                                                (((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ 𝐴𝑐) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ 𝐵𝑐)) 

                 __________
خاصیت جابه جایی اشتراک

(((𝐴 ∩ 𝐴𝑐) ∩ 𝐵) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶𝑐)) ∪                          

(((𝐴 ∩ 𝐴𝑐) ∩ 𝐶) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ 𝐵𝑐)) 

__________
قضیه  خواص متمم

(∅ ∪ ((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶𝑐)) ∪ (∅ ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ 𝐵𝑐))         

                __________
خاصیت عضو بی اثراجتماع 

((𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶𝑐) ∪ ((𝐴 ∩ 𝐶) ∩ 𝐵𝑐) 

              __________
خاصیت شرکتپذیری اشتراک

(𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶𝑐)) ∪ (𝐴 ∩ (𝐶 ∩ 𝐵𝑐)) 

                  __________
خاصیت پخشی اشتراک براجتماع 

𝐴 ∩ ((𝐵 ∩ 𝐶𝑐) ∪ (𝐶 ∩ 𝐵𝑐)) 

                    ________
 خواص تفاضل 

  𝐴 ∩ ((𝐵 − 𝐶) ∪ (𝐶 − 𝐵)) 

                 __________
تعریف تفاضل متقارن 

 𝐴 ∩ (𝐵∆𝐶) =       . سمت چپ تساوی

 

 ها . اجتماع و اشتراک تعداد دلخواه از مجموعه3. 2

ها درنظر نگیریم. معمولاً یک  ای از اشیاء است که شرط غیرتکراری بودن را برای آناشیاء مجموعهمنظور از یک خانواده از  

از اشیاء را می از  گذاری( کرد )حتی میها( نامگذاری )اندیسها )اندیساز نام  توان با یک مجموعهخانواده  توان به هر یک 

 ی ها را به عنوان اشیاء متفاوت در نظر گرفت(. مثلاً اشیاء خانوادهموقتاً آناشیاء مشابه اندیس متفاوتی داد و در صورت لزوم 

ℱ = {𝑎. 𝑏. 𝑐. 𝑎. 𝑏. 𝑎} 

 صورت زیر نامگذاری کرد:توان بهرا می

     𝑥1 = 𝑎.    𝑥2 = 𝑏.    𝑥3 = 𝑐. 𝑥4 = 𝑎.  𝑥5 = 𝑏 . 𝑥6 = 𝑎 

ℱصورت  طور خلاصه بهی متشکل از این عناصر را بهو خانواده = {𝑥𝑖}𝑖∈{1.2.3.4.5.6}  .نوشت 

طور مشابه قابل بیان و  ها بهی قواعد گفته شده برای اجتماع و اشتراک دو مجموعه برای تعداد متناهی از مجموعههمه

از مجموعه برای یک خانواده دلخواه  اما  اثبات هستند.  استقرا قابل  اندیس به کمک  با یک مجموعه  اند(  گذاری شدهها )که 

می بیان  زیر  بصورت  میتعاریف  و  از مجموعهشوند  دلخواه  تعداد  برای  تعاریف  این  با  را  اشتراک  و  اجتماع  ها  توان خواص 

 مجدداً بررسی کرد. 
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ℱها( و   ها )اندیس یک مجموعه از نام  ℐفرض کنید    = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ  ها باشد که توسط یک خانواده متشکل از مجموعه

⋃های این خانواده را با  صورت اجتماع مجموعهاند. دراینگذاری )اندیس گذاری( شدهنام     ℐعناصر   𝐴𝑖𝑖∈ℐ     یا⋃ℱ    نمایش

𝑖 ها )برای حداقل یک𝐴𝑖 دهیم و عبارت است از تمامی عناصری که در حداقل یکی از  می ∈ ℐ    ،قرار داشته باشند، یعنی ) 

⋃𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

= { 𝑎 | ∃ 𝑖 ∈ ℐ;   𝑎 ∈ 𝐴𝑖}  

ℱاگر عناصر خانواده   = {𝐴} کنیم:صورت زیر بیان میها را بهگذاری نشده باشند، اجتماع آنها اندیساز مجموعه 

⋃ℱ =⋃𝐴

𝐴∈ℱ

= { 𝑎 | ∃ 𝐴 ∈ ℱ;   𝑎 ∈ 𝐴}  

گذاری شده  نام  𝐴1و    𝐴2و    𝐴3و ... و    𝐴𝑛متناهی باشد و با    ℱی  های موجود در خانوادههمچنین اگر تعداد مجموعه

 گاه،  باشند آن

⋃ℱ =⋃𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝐴1⋃𝐴2⋃𝐴3⋃…⋃𝐴𝑛 

خانواده به از  اشتراک  مشابه  ℱ  یطور  = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ  عناصر  از مجموعه توسط  )که  گذاری شده    ℐها  با  اندیس  را  اند(، 

⋂ 𝐴𝑖𝑖∈ℐ     یا⋂ℱ   ی  دهیم و عبارت است از تمامی عناصری که در همهنمایش می 𝐴𝑖  ها )برای هر𝑖 ∈ ℐ  قرار داشته )

 باشند، یعنی،   

⋂𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

= { 𝑎 | ∀ 𝑖 ∈ ℐ;   𝑎 ∈ 𝐴𝑖}  

ℱاگر عناصر خانواده   = {𝐴} کنیم: صورت زیر بیان میها را بهگذاری نشده باشند، اشتراک آنها اندیساز مجموعه 

⋂ℱ =⋂𝐴

𝐴∈ℱ

= { 𝑎 | ∀ 𝐴 ∈ ℱ;   𝑎 ∈ 𝐴}  

گذاری شده  نام  𝐴1و    𝐴2و    𝐴3و ... و    𝐴𝑛متناهی باشد و با    ℱی  خانوادههای موجود در  همچنین اگر تعداد مجموعه

 گاه،  باشند آن

⋂ℱ =⋂𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝐴1⋂ 𝐴2⋂ 𝐴3⋂…⋂ 𝐴𝑛 

 

 های اعداد حقیقی را بیابید.  های داده شده از بازهاجتماع و اشتراک روی هر یک از خانواده.  18.  2مثال  

ℱ1 = {(0.
1

𝑛
 )}
𝑛=1.2.3.… .100

 

ℱ2 = {(0 
1

𝑛
 )}
𝑛∈ℕ                   

 

ℱ3 = {[0 
1

𝑛
) }
𝑛∈ℕ                   
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 .  حل

⋃ℱ1 =⋃(0 
1

𝑛
 ) =

100

𝑛=1

(0 1) ∪ (0 
1

2
 ) ∪ …∪ (0 

1

100
 ) 

ی  شوند. بنابراین اجتماع همهها کوچکتر می، بازه𝑛اجتماع تعداد متناهی بازه از اعداد حقیقی را داریم که با افزایش مقدار  

آید  باشد. البته این حدس ماست که اگرچه به نظر صحیح میمی  (1 0)هم هستند( برابر    (1 0)ی  ها )که زیرمجموعهآن

 شود. پس به کمک تعریف ها داریم: تر ثابت صورت دقیقاما باید به

𝑥 ∈ (0 1) ⟹ 𝑥 ∈⋃(0 
1

𝑛
 )

100

𝑛=1

⟹ (0 1) ⊆⋃(0 
1

𝑛
 )

100

𝑛=1

 

 برعکس، 

                  𝑥 ∈⋃(0 
1

𝑛
 )

100

𝑛=1

⟹ 𝑥 ∈ (0 
1

𝑛
 )     𝑛 ∈ {1 2 … ⟹  برای یک {100  𝑥 ∈ (0 1) 

𝑛 که استلزام آخر به این دلیل برقرار است که برای هر ∈ {1 2 …  0)   داریم،   {100 
1

𝑛
 ) ⊆ (0 1)  . 

(1 0)پس   ⊇ ⋃ (0 
1

𝑛
 )100

𝑛=1.و لذا تساوی برقرار است ، 

میبه حدس  خانواده  این  اشتراک  برای  مشابه  یعنی،  طور  بازه  کوچکترین   0)زنیم، 
1

100
بازه    (  این  )زیرا  باشد 

کنیم. بطور هاست(. اکنون این ادعا را ثابت می های دیگر در این خانواده است و لذا در اشتراک آنی بازهی همهزیرمجموعه 

 خلاصه داریم:

𝑥 ∈ (0.
1

100
)      ⟹ 99  ≤𝑛برای هر   ،𝑥 ∈ (0 

1

𝑛
 )          ((0 

1

100
) ⊆ (0 

1

𝑛
 )  (زیرا   

 ⟹  𝑥 ∈⋂(0 
1

𝑛
 )

100

𝑛=1

⟹ (0 
1

100
 ) ⊆⋂(0 

1

𝑛
 )

100

𝑛=1

 

 جا،  هاست، در اینتک آنای از تکبرعکس، اشتراک هر تعداد مجموعه زیرمجموعه 

𝑥 ∈⋂(0.
1

𝑛
 )

100

𝑛=1

⟹ 𝑥 ∈ (0 
1

𝑛
 )     𝑛 ∈ {1 2 … هر برای {100    ⟹ 𝑥 ∈ (0 

1

100
 )   

⋂پس   (0 
1

𝑛
 )100

𝑛=1 ⊆ (0 
1

100
ℱ1⋂، یعنی،  و لذا تساوی برقرار است (  = (0 

1

100
 ). 

 ها را بررسی کنید(: توان اثبات کرد که ادعاهای زیر درست هستند)آنبا روشی مشابه بالا می

⋃ℱ2 =⋃(0 
1

𝑛
 )

𝑛∈ℕ

= (0.1) 

⋃ℱ3 =⋃[0 
1

𝑛
)

𝑛∈ℕ

= [0.1) 
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𝑛همچنین چون با افزایش   ∈ ℕ   مقدار
1

𝑛
-ی خالی نزدیک میتر شده و به بازهها کوچککند پس بازهبه صفر میل می   

 زنیم، شوند، پس حدس می

⋂ℱ2 =⋂(0.
1

𝑛
 )

𝑛∈ℕ

= ∅ 

𝑥برای اثبات این حدس دقت کنید که اگر   ∈ ⋂ (0 
1

𝑛
 )𝑛∈ℕ  گاه برای هر  آن𝑛 ∈ ℕ    داریم𝑥 ∈ (0 

1

𝑛
، یعنی ،  ( 

0 < 𝑥 <
1

𝑛
از فصل اول را ببینید( برای هر عدد مثبت مانند    112، اما از طرفی بنا به خاصیت ارشمیدسی اعداد )تمرین  

𝑥   عدد طبیعی مثل𝑘   1وجود دارد که < 𝑘𝑥 یعنی ،
1

𝑘
< 𝑥 کم یک مقدار ، پس برای دست𝑘  عدد ،𝑥 0)ی  در بازه 

1

𝑘
 ) 

⋂قرار ندارد که تناقض است. پس   (0.
1

𝑛
 )𝑛∈ℕ .عضوی ندارد 

𝑛ها قرار دارد و با بزرگ شدن مقدار  ی بازهدر همه  0عدد    ℱ3ی  ما در خانوادها ∈ ℕ  نزدیک   {0}ها به تک عضوی  بازه

 توان ثابت کرد: شوند، پس مشابه بالا میمی

⋂ℱ3 =⋂[0.
1

𝑛
)

𝑛∈ℕ

= {0}. 

هاست. خواه از مجموعهی دلقابل تسری به یک خانواده  گونه که اشاره شد خواص اجتماع و اشتراک دو مجموعههمان

   ویژه داریم:به

ℱدو مجموعه و     ℐو   𝐵  ی مرجع،مجموعه  𝑈فرض کنید  .  19.  2قضیه   = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ  ها  یک خانواده متشکل از مجموعه

 صورت داریم:باشند. دراین

𝐵)قواعد پخشی(       (1 ∩ (⋃ 𝐴𝑖)𝑖∈ℐ = ⋃ (𝐵 ∩ 𝐴𝑖)𝑖∈ℐ        و𝐵 ∪ (⋂ 𝐴𝑖𝑖∈ℐ ) = ⋂ (𝐵 ∪ 𝐴𝑖)𝑖∈ℐ. 

⋃))قواعد دمرگان(       (2 𝐴𝑖)𝑖∈ℐ
𝑐 = ⋂ 𝐴𝑖

𝑐
𝑖∈ℐ        و(⋂ 𝐴𝑖𝑖∈ℐ )𝑐 = ⋃ 𝐴𝑖

𝑐
𝑖∈ℐ. 

ℐاگر  (3 = ⋂گاه  )یعنی خانواده تهی باشد(، آن ∅ 𝐴𝑖 = 𝑈𝑖∈∅   و⋃ 𝐴𝑖 = ∅𝑖∈∅ . 

 تمرین. اثبات.  

 

 ها ضرب دکارتی مجموعه. حاصل4. 2

ترتیب قرار گرفتن دو عنصر در   اما همانمجموعهگاهی  برای ما مهم است.  ترتیب در طورها  که خواص مجموعه فهمیدیم 

که ترتیب را  ایگونهها هستیم بهها به کمک مجموعهمیان عناصر یک مجموعه اهمیتی ندارد. پس به دنبال نوشتن دوتایی

.𝑎)صورت  هم بتوان مشخص کرد. اگر این دو عنصر را مثلاً با پرانتز به 𝑏)  ش دهیم انتظار داریمنمای    (𝑎. 𝑏) ≠ (𝑏. 𝑎)  .

.𝑎)چه که از نمایش مرتب دو عنصر انتظار داریم این است که  پس آن 𝑏) = (𝑐. 𝑑)     اگر و تنها اگر𝑎 = 𝑐    و𝑏 = 𝑑  .

زوج یا دوتایی  شود را  صورت یکتا مشخص میها با توجه به شرط تساوی گفته شده بهاین نمایش از دو عنصر که ترتیب آن

.𝑎)گوئیم. در  می  مرتب 𝑏)     عنصر𝑎  ی اول و   را مؤلفه𝑏  گوئیم. پس   ی دوم دوتایی میرا مؤلفه(𝑎. 𝑏)    نمادی کمکی

.𝑎}برای نمایش    𝑏}   خواهیم نمادی برای  ایم، اگرچه در ادامه میاست که ترتیب عناصر را نیز به کمک آن مشخص کرده

 صورت یک مجموعه بسازیم.آن به



 

 

46 

ها انجام شد و تعاریف مختلفی برای آن بیان گردید که ی زیادی برای بیان تعریف زوج مرتب به کمک مجموعههاتلاش

 باشند. صورت زیر میها بههمگی ویژگی بالا برای تساوی دو زوج مرتب را دارند. دو تا از مشهورترین آن

 بصورت زیر ارائه داد:  1914در   "وینر"اولین تعریف را 

(𝑥.𝑦) = {{{𝑥}.∅}. {{𝑦}}} 

کارگیری آن ساده  کرد، اما به ها را برآورده میاین تعریف اگرچه صحیح بود و خاصیت مورد نیاز برای تساوی زوج مرتب

در   ساده  "کوراتوفسکی"  1921نیست.  به تعریف  که  داد  ارائه  مرتب  زوج  از  مورد تری  بیشتر  متون  در  و  است  زیر  صورت 

 گیرد.  استفاده قرار می

(𝑥.𝑦) = {{𝑥}. {𝑥.𝑦}} 

(𝑥.𝑦)های مرتب، با تعریف کوراتوفسکی بیان شده در بالا برای زوج.  20. 2قضیه  = (𝑢.𝑣)     اگر و تنها اگر𝑥 = 𝑢     و

𝑦 = 𝑣. 

(𝑥.𝑦)فرض کنید  اثبات.  = (𝑢.𝑣)  ،بنابه تعریف .{{𝑥}. {𝑥.𝑦}} = {{𝑢}. {𝑢.𝑣}}ها   . از تساوی مجموعه 

{𝑢.𝑣} ∈ {{𝑥}. {𝑥.𝑦}}          و{𝑢} ∈ {{𝑥}. {𝑥.𝑦}} 

 شوند:بنابراین حالات زیر نتیجه می

(1  {𝑢} = {𝑥} یا                                                 2)  {𝑢} = {𝑥.𝑦} 

 و

(3  {𝑢.𝑣} = {𝑥} یا                                              4)  {𝑢.𝑣} = {𝑥.𝑦} 

بالا ) اول حالات  از سطر  داریم  2اگر  برقرار باشد، پس   )𝑢 = 𝑥= 𝑦( از سطر دوم اگر  اکنون  باشد،  3.  برقرار   )𝑢 =

𝑣=𝑥دهد  ، که نتیجه می𝑢 = 𝑥= 𝑦 = 𝑣( برقرار باشد، چون 4، و اگر )𝑢 = 𝑥= 𝑦  ،𝑢 = 𝑥= 𝑦 = 𝑣.  

𝑢( برقرار باشد،  1اگر از سطر اول حالات بالا ) = 𝑥( درست بود، باید  3. اگر از سطر دوم )𝑢 = 𝑣  و بنا به تساوی دو ،

 ی  مجموعه

{𝑥}اصلی باید   = {𝑥.𝑦}دهد  ، که نتیجه می𝑢 = 𝑥= 𝑦 = 𝑣 . 

𝑢( برقرار باشد، داریم  4( و از سطر دوم )1اکنون اگر از سطر اول حالات بالا ) = 𝑥    و دو حالت وجود دارد؛𝑣 = 𝑦   که

𝑣شود، یا  حکم نتیجه می = 𝑥 دهد،  که نتیجه می𝑢 = 𝑥= 𝑦 = 𝑣               . 

کار بریم. یکی از  ها بهاز مجموعه  هایی متشکلهای مرتب را به عنوان مجموعههای شامل زوجتوانیم مجموعهاکنون می

ها انتخاب شوند.  ها از مجموعههای آنهای مرتب است که مولفهی زوجی متشکل از همهمهمترین ابزارهای ریاضی گردایه

 باشد.  توان ثابت کرد که خود یک مجموعه میها را داراست و میاین گردایه در واقع خصوصیات مجموعه

𝐴ضرب این دو مجموعه را با  دو مجموعه باشند. حاصل𝐵 و    𝐴فرض کنید  .  21.  2تعریف   × 𝐵    یا𝐴 ⊓ 𝐵    نمایش

 دهیم و عبارت است از:می

𝐴 × 𝐵 = {(𝑎.𝑏)| 𝑎 ∈ 𝐴   و    𝑏 ∈ 𝐵}  

𝒫(𝒫(𝐴ای از  شود که یک مجموعه است و زیرمجموعهو دیده می ∪ 𝐵)) .است 
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گوئیم  ضرب دکارتی آن دو مجموعه میای را ابداع کرد به این مجموعه، حاصلمجموعهبه افتخار دکارت که این چنین  

 ضرب در خواب به او الهام شده است!(.  ی مختصات و حاصلگفت که ایده)دکارت می

 مرغ استفاده کرد:توان از نمایشی شبیه جعبه تخمضرب دکارتی دو مجموعه میبرای نمایش حاصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴اگر .  22.  2مثال   = 𝐵 و  {1.2} = {𝑎.𝑏}  :آنگاه داریم 

𝐴 × 𝐵 = {(1.𝑎).(1.𝑏).(2.𝑎).(2.𝑏)} 

𝐵 × 𝐴 = {(𝑎.1).(𝑏.1).(𝑎.2).(𝑏.2)} 

𝐵 × 𝐵 = {(𝑎.𝑎).(𝑎.𝑏).(𝑏.𝑏).(𝑏.𝑎)} 

 

 

 داریم:  𝐶و   𝐵و   𝐴خواه  های دلبرای مجموعهضرب دکارتی(.  )خواص حاصل  23.  2قضیه  

1 )𝐴 × ∅ = ∅ × 𝐴 = ∅ 

𝐴  )قاعد پخشی روی اجتماع( (2 × (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶)    

𝐴   ( )قاعد پخشی روی اشتراک(3 × (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶)    

𝐴  )قاعد پخشی روی تفاضل((  4 × (𝐵 − 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) − (𝐴 × 𝐶)     

𝐴دقت کنید که  (  1اثبات.   × ∅ = {(𝑎.𝑥)| 𝑎 ∈ 𝐴  و  𝑥 ∈ 𝑥ی تهی عضوی ندارد،  و چون مجموعه  {∅ ∈ و در    ∅

در   شرط  گزاره  𝐴نتیجه  × لذا    ∅ و  است  نادرست  𝐴همواره  × پس    ∅ ندارد.  𝐴عضوی  × ∅ = مشابه ∅ بطور   .

∅ × 𝐴 = باشد و به عنوان تمرین ( مشابه می4( و )3های )کنیم، اثبات قسمت( را ثابت می 2فقط قسمت ). در ادامه  ∅

 شوند. واگذار می

       𝑎1                     𝑎2              … 𝐴 

𝑏1 

 

𝑏2 

 

⋮ 

 

 

𝐵 

(𝑎1.𝑏1) 

(𝑎1.𝑏2) 

(𝑎2.𝑏1) 

(𝑎2.𝑏2) 

⋮ 

⋮ 

𝐴 × 𝐵 
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𝑥اگر  (  2 ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶)گاه برای یک  ، آن𝑎 ∈ 𝐴   یک    و𝑦 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶    داریم𝑥 = (𝑎.𝑦)  اگر . 𝑦 ∈ 𝐵  آن-

 گاه 

   𝑥 = (𝑎.𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵    و اگر𝑦 ∈ 𝐶 گاه  آن𝑥 = (𝑎.𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐶 وچون ،𝑦 ∈ 𝐵   یا𝑦 ∈ 𝐶  بنابراین 

 𝑥 = (𝑎.𝑦) ∈ (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶)  برعکس اگر .𝑥 ∈ (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶) گاه  آن 

𝑥 = (𝑎.𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵   یا𝑥 = (𝑎.𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐶 . 

𝑎که در آن  ∈ 𝐴    و𝑦 ∈ 𝐵   یا𝑦 ∈ 𝐶   پس .𝑦 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶   ،و لذا𝑥 = (𝑎.𝑦) ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶)      . 

 

 چندتایی مرتب را بصورت زیر تعریف کرد: توان مشابه تعریف زوج مرتب می

دل طبیعی  عدد  یک  مجموعه  -𝑛یک    𝑛خواه  برای  یک  اشیاء  از  مرتب  از  تایی  متناهی  مانند    𝑛ی  شئ 

{𝑎1.𝑎2. … .𝑎𝑛}     است که به صورت(𝑎1.𝑎2. … .𝑎𝑛)  اهمیت نمایش داده می اشیاء  ترتیب قرار داشتن  شود و در آن 

تایی مرتب مانند    -𝑛که، برای هر دو  طوریها را به صورت یک دنباله متناهی در نظر گرفت بهبتوان آنداشته باشد. یعنی  

(𝑎1.𝑎2. … .𝑎𝑛)   و(𝑏1.𝑏2. … .𝑏𝑛)  :داشته باشیم 

(𝑎1.𝑎2. … .𝑎𝑛) = (𝑏1.𝑏2. … .𝑏𝑛)    اگر و تنها اگر𝑎𝑖 = 𝑏𝑖   برای هر𝑖 ∈ {1.2. … .𝑛}. 

-گذاری شدهنام  ℐی که با مجموعه 𝑖∈ ℐ{𝑎𝑖}خواه )نه لزوماً متناهی( از اشیاء مانند  ی دلخانوادهطور مشابه برای یک به

𝑖∈ ℐ(𝑎𝑖)باشد که  می 𝑖∈ ℐ(𝑎𝑖)صورت تایی مرتب یک عبارت نمادین به -ℐاند، یک   = (𝑏𝑖)𝑖∈ ℐ    اگر وتنها اگر𝑎𝑖 =

𝑏𝑖   برای هر𝑖 ∈  ℐ. 

ℱها مانند  طور مشابه برای یک خانواده از مجموعهتعاریف بالا بهبا توجه به   = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ،   ها را ضرب دکارتی آنحاصل

∏با    𝐴𝑖𝑖∈ℐ   یا×𝑖∈ℐ 𝐴𝑖 شود: صورت زیر تعریف مینمایش می دهیم و به 

∏𝐴𝑖 =

𝑖∈ℐ

{(𝑎𝑖)𝑖∈ ℐ| 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 .    𝑖 ∈ ℐبرای هر }  

ℐعنصر مانند   𝑛ای متناهی با مجموعه ℐکه درحالتی = {1.2.3. … .𝑛} گاه داریم: باشد، آن 

∏𝐴𝑖 =

𝑛

𝑖=1

𝐴1 × 𝐴2 × 𝐴3 × …× 𝐴𝑛 = {(𝑎1.𝑎2.𝑎3. … .𝑎𝑛)| 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 .    𝑖 ∈ ℐ برای هر} 

.𝑎1.𝑎2.𝑎3)تایی    - 𝑛اُم از 𝑖−ی   را مؤلفه 𝑎𝑖و    … .𝑎𝑛) نامیم.  می 

∏همچنین  𝐴𝑖∈ℐ    را با𝐴ℐ    و در حالت متناهی∏ 𝐴 =𝑛
𝑖=1 𝐴 × 𝐴 × …× 𝐴⏟        

 𝑛 مرتبه  

 دهیم. نمایش می 𝐴𝑛را با    

 

 

 ها ضرب( مجموعهحاصل)هم جمع. حاصل5. 2
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دو مجموعه اجتماع  عمل  تعریف  می  𝐵و    𝐴ی  در  گرفته  نظر  در  نیز  دو  آن  تفاضل  عناصر مشترک  عمل  از طرفی  شوند. 

هم اجتماعی از دو مجموعه است که عناصر مشترکشان را در نظر نگرفته باشیم. اما گاهی لازم    𝐴 ∆ 𝐵ها  متقارن مجموعه

زمان برای ما مهم باشد که در این لحظه یک عنصر مشترک بین ی عناصر دو مجموعه را در نظر بگیریم و هماست مجموعه 

ی بخواهیم بدانیم که در این لحظه، یک عنصر  دو مجموعه به عنوان عضوی از کدام یک از آن دو در نظر گرفته شود. یعن

از    𝐵و    𝐴مشترک بین   از  خواهیم بهمی  𝐴را به عنوان عضوی  ببریم و یا به عنوان عضوی  حالت اجتماع و  . در این𝐵کار 

نوعی عناصر  توانند پاسخی به خواسته ما بدهند. پس نیازمند عملی جدید بین دو مجموعه هستیم که به  تفاضل متقارن نمی

از آن دو مجموعه مشخص سازد. ها را با توجه به عضویتمشترک بین دو مجموعه را نیز مجزا کند و آن شان در هر یک 

گذاری کنیم تا مشخص شود هر یک )حتی اگر بین  ای نام گونهبرای تعریف چنین عملی کافی است عناصر دو مجموعه را به

 کنیم:این منظور اجتماع مجزای دو مجموعه را تعریف میاند. بهدههر دو مشترک باشد( از کدام مجموعه آم

کنیم    . 24.  2تعریف   در  𝐵و    𝐴فرض  باشند.  دو مجموعهصورت  ایندو مجموعه  این  متمایزیا    جمع  با  آن  اجتماع  را  ها 

𝐴 ∪̇ 𝐵  یا  )نقطه اشکال چاپی نیست!(  اجتماع  بالای نماد  𝐴ی  ⊔ 𝐵    یا𝐴⊕𝐵   بهنمایش می و  صورت تعریف  یناهیم 

 کنیم:  می

𝐴 ∪̇ 𝐵 = (𝐴 × {𝑎}) ∪ (𝐵 × {𝑏})  یا   𝐴 ∪̇ 𝐵 = {𝑥𝑎  | 𝑥 ∈ 𝐴} ∪ { 𝑥𝑏| 𝑥 ∈ 𝐵} 

  𝐵و    𝐴عنوان اندیس( به ترتیب عناصر  دو شئ متفاوت دلخواه هستند که با کمک مفهوم زوج مرتب )یا به  𝑏و    𝑎که در آن  

نام میرا  بهگذاری  مانند  اینکنند.  عضوی  اگر  آن   𝐵و    𝐴در    𝑥ترتیب  مجزای  اجتماع  در  باشد  به صورتمشترک  های  ها 

𝑥𝑎متفاوت    = (𝑥. 𝑎)    و𝑥𝑏 = (𝑥. 𝑏)  می به تبدیل  مجموعهشود.  از  خانواده  یک  برای  مشابه  مانند  طور  ℱها  =

{𝐴𝑖}𝑖∈ℐ، 

⋃𝐴𝑖

.

𝑖∈ℐ

=⋃{𝑥𝑖 = (𝑥. 𝑖)

𝑖∈ℐ

  | 𝑥 ∈ 𝐴𝑖}.  

 

مجموعه.  25.  2مثال   𝐴های  برای  = {1. 2. 3. 𝐵و    {{1} = {1. 2. 4. 5. متفاوت   داریم  {{1} شئ  دو  انتخاب  )با 

 (: 2و   1ها مثلاً  دلخواه برای نامگذاری عناصر آن

𝐴 ∪̇ 𝐵 = (𝐴 × {1}) ∪ (𝐵 × {2}) 

= {(1.1). (2.1). (3.1). ({1}. 1). (1. 2). (2. 2). (4. 2). (5.2). ({1}. 2)}. 

این بهدر  برای شئ مشترک  جا  نمونه  )عنصر(   {1}عنوان  نام  در     (1.{1})از  عضویتش  دادن  نشان  نام   𝐴برای  از  و 

.{1}))عنصر(   استفاده شده است. همچنین با انتخاب دو شئ متفاوت دلخواه برای    𝐵برای نشان دادن عضویتش در     (2

 داریم:   𝑎و   1مثلاً   𝐴نامگذاری عناصر  

𝐴 ∪̇ 𝐴 = (𝐴 × {1}) ∪ (𝐴 × {𝑎}) 

= {(1.1). (2.1). (3.1). ({1}. 1). (1. 𝑎). (2. 𝑎). (3. 𝑎). ({1}. 𝑎)}. 

عضو،    𝑛و  𝑚 ترتیب با تعداد  به  𝐵و    𝐴های  توان نشان داد که برای برای مجموعهگونه که در این مثال دیدیم، میهمان

𝑚 تعداد   + 𝑛   عنصر در𝐴 ∪̇ 𝐵  .وجود دارد 
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 هاها، چرایی نیاز به آنی مجموعهی نظریه . اصول موضوعه3

نظریه بیستم  قرن  ابتدای  )"ی  در  فِرگِه  کلاس     "(1925-1848گوتلوب  فِرگِه  شد.  رد  راسل  𝑥}توسط  ∈ 𝑈 | 𝑝(𝑥)} 

تمامی   از مجموعه𝑥یعنی  یا خصوصیت    𝑈ی مرجع  هایی  آن  𝑝(𝑥)که گزاره  از برای  عنوان کلاسی  به  را  باشد  برقرار  ها 

این کلاساشیاء در نظر گرفت. همچنین در نظریه او، خودِ  نیز میی  را  به  ها  اشیائی در نظر گرفت و عضویت توان  عنوان 

ها، در مثالی نشان داد که  ی کانتور برای معرفی مجموعههای دیگر بررسی نمود. راسل با کمک ایده ها را در کلاسداشتن آن

𝑥را این بگیریم که    𝑥برای    𝑝(𝑥)گردد. مثال معروف او این بود که اگر خاصیت  تعریف فرگه منجر به تناقض می  ∉ 𝑥  ،

𝐶یعنی،    {𝑥 | 𝑝(𝑥)}اه کلاس  گآن = {𝑥 | 𝑥 ∉ 𝑥}کند؛ در  ، با مفهوم عضویت مورد تایید نظریه فرگه تناقض ایجاد می

می دیده  که  واقع  𝐶شود  ∈ 𝐶    اگر تنها  و  𝐶اگر  ∉ 𝐶    برای گروهی  کنید(.  بررسی  دسته  این  در  را  تناقض  این  )وجود 

هایی از ریاضیات )که بویژه به کارهای کانتور و  جلوگیری از چنین تناقضاتی رأی به کنارگذاشتن موارد این چنینی و شاخه

گرایی ای برای صورترنامهچنین آرائی را نپذیرفت و ب  "هیلبرت"ها  شد( دادند. اما در پیش صف مقابله با آنفرگه مربوط می

های راسل حلهای استدلال پیشنهاد داد. سیستم ها و راهدر ریاضیات و بیان همه چیز براساس زبان و اصولی خاص و روش

آن از  برخی  تناقضاتی که خود  از  بهبرای جلوگیری  بود  یافته  را  کارهای  صورت سادهها  با  و  بیان گردید  زرملو  توسط  تری 

( شهرت یافت. این اصول با افزودن چند ZFفرانکل )به اختصار  -رش اسکولم تقویت گردید و به اصول زرملوفرانکل و همکا

انتظام یا خوش بنیادی کامل انتخاب و اصل موضوع  تر گردید و اکنون با عنوان اصل مورد نیاز و مهم دیگر از جمله اصل 

انتخاب است( راه  choiceی  برای کلمه  C)حرف    ZFCاصول یا سیستم   خطا بوده است )اگرچه سوالات  گشا و بیاز اصل 

 ها ایجاد کرده است(. نهایتعنوان یک اصل ثابت نشدنی و با اثر عجیب در بی ویژه به سبب اصل انتخاب بهبسیاری به

ریف دقیقی از آن  توانند مفهوم مجموعه را که تعی زیر میبا توجه به مطالبی که در این فصل گفته شد، اصول موضوعه

نداشتیم تا حدود زیادی مشخص نمایند. با استفاده از این اصول و با کمک صوری کردن ریاضیات سعی در آن داریم که از  

از مبانی و حوزهپارادوکس  های )حتی چالش برانگیز( ریاضیات  هایی که گفته شد دوری جسته و در عین حال چیزی هم 

 ها کمتر شده و تناقضی پیش نیاید.  یقین( که این چالش حذف نکنیم، با این امید )و شاید 

 ی اعضای هر یک با دیگری یکسان باشند. اند اگر و تنها اگر همهدو مجموعه مساویاصل موضوع توسیع:    -

ای وجود دارد که هیچ عضوی ندارد )به کمک اصل موضوع توسیع در ابتدای مجموعه  ی تهی:اصل موضوع مجموعه   -

 (.  دهیمنمایش می {}یا    ∅را با ی تهی یکتاست و آندیدیم که این مجموعهبخش 

.𝐴}گاه  دو مجموعه باشند، آن 𝐵و  𝐴اگر   ی جفتی )جفت سازی(:اصل موضوع مجموعه   - 𝐵} .نیز یک مجموعه است 

از مجموعه  𝐵اگر    اصل موضوع اجتماع:  - آنیک مجموعه متشکل  باشد،  عناصر  ها  اجتماع  های  )یعنی مجموعه  𝐵گاه 

 موجود در آن( نیز یک مجموعه خواهد بود. 

( 𝒫(𝐵)های آن )یعنی  ی زیرمجموعهی متشکل از همهگردایهیک مجموعه باشد،    𝐵  ی توانی:اصل موضوع مجموعه  -

 یک مجموعه است.

𝐵باشد، آنگاه یا   یک مجموعه 𝐵اگر  اصل موضوع انتظام:    - = 𝐵دارد که   𝑑عضوی مانند   𝐵یا   ∅ ∩ 𝑑 = ∅. 

گاه هر بخش تعریف شدنی از آن نیز یک مجموعه است )منظور از یک مجموعه باشد آن  𝐵اگر    اصل موضوع تصریح:    -

 ساخت منطقی صدق کند(. یا فرمول خوش باشد که در یک گزاره، بخشی از عناصر آن می 𝐵یک بخش تعریف شدنی از  
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در نظر گرفت    𝐶ای مانند  توان مجموعهگاه میها باشد، آنیک مجموعه متشکل از مجموعه𝐵 اگراصل موضوع انتخاب:    -

 انتخاب شده باشد.  عضوی 𝐵که در آن از هر یک از عناصر  

 های پیرامون آن در بخش ؟؟ بیشتر خواهیم دانست.ی این اصل و چالشدرباره

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ها تمرین. 4

   ها را با کمک روابط منطقی و سورها به شکل نماد ریاضی بنویسید.نظریه مجموعه  ( اصول موضوعه1
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می   (2 شرایطی  یا  شرط  چه  برابرند؟  با  هم  با  مجموعه  دو  کنیم  ثابت  چگونه  نیستند؟  برابر  مجموعه  دو  گفت  آیا  توان 

.𝑎}ی  مجموعه 𝑏} ی با هریک ازدو مجموعه{𝑐. 𝑑}   و{𝑐. 𝑑. 𝑒}  برابر است؟ چرا؟ 

 یا نامساوی داده شده را بررسی کنید.   در هر مورد درستی یا نادرستی تساوی  -

 ({𝑥 ∈ ℤ | 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0} ≠  {1. −1}3  

  ({𝑥 ∈ ℤ | 𝑥2 + 1 = 0} =  {𝑥 ∈ ℤ |𝑥2 < 0}4  

  ({𝑥 ∈ ℕ |   عددی  زوج و اول است 𝑥} =  {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥2 −
3

2
𝑥 − 1 = 0}5  

  ({𝑥 ∈ ℤ | 𝑥3 − 4𝑥 = 0} ≠  {2𝑥 ∈ ℕ |𝑥2 = 4}6  

توانید در هر مورد بیش از یک بنویسید )آیا میساز  ی داده شده را بصورت نماد مجموعهدر هر مورد مجموعه  -

  ساز یا تعریف برای هر کدام بنویسید؟ تلاش کنید!(.نمایش مجموعه

 (𝐴 = {2. 4. 6. 8. 10. 12.… }7  

 (𝐵 = {2.4. 6. 8. 10.12}8  

 (𝐶 = {1. 4.9. 16.25. 36.… }9  

 (𝐷 = {0.
1

2
.
2

3
.
3

4
.
4

5
. … }10  

     :𝐸ی اعداد صحیح نامنفی( مجموعه11

     :𝐹ی اعداد گویا ( مجموعه12

𝐺:    𝑥3ی  های گویای معادلهی جواب( مجموعه13 − 6𝑥 − 6 = 0 

𝐻:  (𝑦ی ی نقاط خط به معادله( مجموعه14 = 𝑥 + 1) 

     :𝐼 ی نقاط روی دایره به مرکز مبدأ و شعاع یک واحد ( مجموعه15

     :𝐽دایره به مرکز مبدأ و شعاع یک واحد دایره بالایی از ی نقاط روی نیم( مجموعه16

     :𝐾ی اعداد اول  ( مجموعه17

 (18  𝐿 = {1 − √3. 1 + √3}     

  (𝑀 = {−1.−
2

3
. −

1

3
. 0}    19  

     :𝑁نیستند.   5هستند اما مضرب  3ی اعدادی که مضرب ( مجموعه20

 :𝑃    3ی مضارب مثبت و مجموعه 5مثبت ی مضارب مجموعهی اعداد طبیعی زوج وی متشکل از مجموعه مجموعه(21

 

𝐴داریم،     𝐵و     𝐴دلخواه     ی( توضیح دهید چه هنگام برای دو مجموعه22 ⊈ 𝐵     و𝐴 ⊄ 𝐵  در هر مورد حداقل دو .

 مثال متفاوت بزنید. 
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 های یک مجموعه را با چند مثال بیان نمائید. ( الف( تفاوت اعضا و زیرمجموعه23

مجموعه آیا  دو  ب(  میای  زیرمجموعهعضوی  آن  عضو  هر  که  مجموعهشناسید  باشد؟  هم  آن  این  ی  با  عضوی  سه  ی 

 خاصیت چطور؟ 

 عضو بسازید که برای هر دو عضو متفاوت آن، یکی عضو دیگری باشد.  5کم ای با دستج( مجموعه

 

مجموعه  - هر  عناصر  مورد  هر  مانند  در  شده  داده  مجموعه  𝑿ی  توانیو  )یعنی،  ی  مجموعه𝓟(𝑿)اش  و  ی ( 

   ( را مشخص نمائید.𝓟(𝓟(𝑿))ی توانی آن )یعنی، مجموعه 

 (𝐴 = { }24  

 (𝐵 = { { } }25  

 (𝐶 = {1}26  

 (𝐷 = {1. 𝑎}27  

 (𝐸 = {1. {1}}28  

 (𝐹 = { ∅. {∅}}29  

 (𝐺 = {1. {2}}30  

 

𝑘( با توجه به سوالات بالا ثابت کنید برای اعداد صحیح نامنفی  31 ≤ 𝑛های  ، تعداد زیرمجموعه𝑘 عضوی از یک مجموعه-

𝑛)عضوی برابر است با    𝑛ی  
𝑘
ی  های یک مجموعهتوانید تعداد زیرمجموعه. در چند مثال این مطلب را بررسی کنید. آیا می(

تعد کنید؟  مشخص  را  دوعضوی  یا  یک  یا  زیرمجموعهصفر  مجموعهاد  یک  )  𝑛ی  های  نامنفی(    𝑛عضوی  صحیح  عدد 

کم به دو روش پاسخ خود را ثابت کنید )از قسمت ابتدایی این سوال هم در یک روش اثبات  ؟ چرا؟ دست2𝑛چندتاست؟  

 توانید استفاده کنید(! می

 

 مجموعه چند عنصر دارد؟ است. این 16𝑛−3عضوی برابر با   𝑛ی  های یک مجموعه( تعداد زیر مجموعه32

 

داشته    زیرمجموعه   𝐵هشت برابر    𝐴است. اگر    15برابر    𝐵ی  و تعداد عناصر مجموعه𝐴 ی( جمع تعداد عناصر مجموعه33

 باشد، تعداد عناصر هر یک از این دو مجموعه را مشخص کنید. 

 چند عضو دارد؟ 𝐴عنصر باشد، آنگاه خودِ   256دارای  𝐴  ،𝒫(𝒫(𝐴))ی  ( اگر برای مجموعه34

 های داده شده را بدست آورید. های متقارن مجموعهها و تفاضلها، متممدر هر مورد اجتماع، اشتراک، تفاضل  -

35   )𝐴 = {{𝑎. 𝑏}. 𝑎}   و𝐵 = {{𝑎}. {𝑏}. {𝑎. 𝑏}} 
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36   )𝐶 = {{∅}. 𝐷و   {∅ = {∅. {∅. {∅. {∅}}}} 

 

 درستی هر مورد را بررسی کنید.  -  

(  −1. 1 ∈ {𝑥|𝑥3 − 4𝑥 − 5 = 0} ∪ {𝑥|2𝑥3 − 5𝑥 + 3 = 0}37  

  (−1. 1 ∈ {𝑥|𝑥3 + 4𝑥 − 5 = 0} ∩ {𝑥|2𝑥3 − 5𝑥 + 3 = 0}38  

  (4.   − 1 ∈ {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 > 2 } − {𝑥 ∈ ℤ |𝑥4 + 2𝑥 + 1 = 0}39  

  (4.   − 1 ∈ {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥4 + 2𝑥 + 1 = 0} − {𝑥 ∈ ℤ |𝑥 > 2 }40  

  (3.   − 1 ∈ {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥4 + 2𝑥 + 1 = 0} Δ {𝑥 ∈ ℤ |𝑥 > 2 }41  

 

ℱ( فرض کنید  42 = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ  ی عناصر  ها باشد. بررسی کنید که آیا این که بگوئیم همهیک خانواده متشکل از مجموعه

 که هر دو عضو این خانواده مجزا هستند تفاوتی دارد؟ در واقع بررسی کنید آیا،  این خانواده مجزا هستند با این

⋂ 𝐴𝑖𝑖∈ℐ = 𝐴𝑖 اگر و تنها اگر   ∅ ∩ 𝐴𝑗 = .𝑖برای هر  ∅ 𝑗 ∈ ℐ ؟ 

 

𝐴( فرض کنید   43 = {𝑎𝑛 = (−1)
𝑛 | 𝑛 ∈ ℕ}  بررسی کنید آیا .𝐴  عنوان یک مجموعه با  به𝐴  عنوان یک خانواده به

 یکسان است و چرا؟ 

 

 ها را بدست آورید. داده شده از مجموعه  ℱی در هر مورد اجتماع و اشتراک خانواده  -

 (ℱ = {[−𝑘.𝑘]}𝑘∈ℕ44  

 (ℱ = {(−𝑘.𝑘)}𝑘∈ℕ45  

 (ℱ = {(−𝑘.𝑘]}𝑘∈ℕ46  

 (ℱ = {[𝑘.𝑘 + 1]}𝑘∈ℕ47  

 (ℱ = {[−𝑘. − 𝑘 + 1]}𝑘∈ℕ48  

 (ℱ = {[−1/𝑘.1/𝑘]}𝑘∈ℕ49  

 (ℱ = {(−1/𝑘.1/𝑘)}𝑘∈ℕ50  

 (ℱ = {𝐴𝑘 = {1.2. … .𝑘} }𝑘∈ℕ51  

در هر یک از موارد زیر ابتدا طرف دوم  یک مجموعه باشد.  𝐴ها و  یک خانواده متشکل از مجموعه 𝑖∈ℐ{𝐴𝑖}( فرض کنید  52

 کنید. ها، حدس بزنید و سپس حدس خود را ثابت تساوی را، به کمک قضایای مشابه برای تعداد متناهی از مجموعه
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𝐴 ×⋂𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

=    

𝐴 ×⋃𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

=    

 

های زیر را بررسی کنید. برای هر یک دست کم دو مثال متفاوت بزنید. درستی یا نادرستی هر یک از گزاره  -

های نادرست مثال نقض بزنید )دقت کنید که حروف های درست را اثبات کنید و برای رد گزارههمچنین گزاره

 ها باشند(.ی اعضا یا مجموعهانند نمایش دهندهتو کوچک یا بزرگ هر دو می

  (𝑥 ∈ {𝑥}53  

  ({𝑥} ∈ {𝑥}54  

  (𝑥 ∈ 𝐴  ∧  𝐴 ∈ 𝐵 ⟶ 𝑥 ∈ 𝐵 55  

  (𝑥 ∈ 𝐴  ∧  𝐴 ⊆ 𝐵 ⟶ 𝑥 ∈ 𝐵56  

  (𝑥 ∉ 𝐵  ∧  𝐴 ⊆ 𝐵 ⟶ 𝑥 ∉ 𝐴57  

  (𝑥 ∈ 𝐴  ∧  𝐴 ⊈ 𝐵 ⟶ 𝑥 ∉ 𝐵58  

  (𝑥 ⊆ 𝐴  ∧  𝐴 ∈ 𝐵 ⟶ 𝑥 ∈ 𝐵59  

  (𝑥 ⊆ 𝐴  ∧  𝐴 ∈ 𝐵 ⟶ 𝑥 ⊆ 𝐵60  

(  𝐴 ⊈ 𝐵  ∧  𝐵 ⊆ 𝐶 ⟶ 𝐴 ⊆ 𝐶61  

  (𝐴 ⊈ 𝐵  ∧  𝐵 ⊆ 𝐶 ⟶ 𝐴 ⊈ 𝐶62  

  (𝐴 ⊈ 𝐵  ∧  𝐵 ⊈ 𝐶 ⟶ 𝐴 ⊈ 𝐶63  

(𝐴 ⊆ 𝐵 ∪ 𝐶 ⟶ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∨    𝐴 ⊆ 𝐶) 64  

(𝐴 ⊆ 𝐵 ∪ 𝐶 ⟵ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∨    𝐴 ⊆ 𝐶)65  

  (𝐴 ⊆ 𝐵 ∪ 𝐶 ⟶ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∧    𝐴 ⊆ 𝐶)66  

  (𝐴 ⊆ 𝐵 ∪ 𝐶 ⟵ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∧    𝐴 ⊆ 𝐶)67  

  (𝐵 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐴 ⟶ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∨    𝐴 ⊆ 𝐶) 68  

  (𝐵 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐴 ⟵ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∨    𝐴 ⊆ 𝐶)69  

  (𝐵 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐴 ⟶ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∧    𝐴 ⊆ 𝐶)70  

  (𝐵 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐴 ⟵ (𝐴 ⊆ 𝐵 ∧    𝐴 ⊆ 𝐶)71  

  (𝐴 ∪ (𝐵 − 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 ∪ 𝐶)72  
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  (𝐴 ∩ (𝐵 − 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) − (𝐴 ∩ 𝐶)73  

  (𝐴 − (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐴 − 𝐶)74  

  (𝐴 − (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 − 𝐵) ∩ (𝐴 − 𝐶)75  

  (𝒫(∅) = ∅76  

  (𝒫(𝐴 × 𝐵) = 𝒫(𝐴) × 𝒫(𝐵)77  

  (𝐴 × 𝐵 ⊆ 𝐶 × 𝐷  ⟷   𝐴 ⊆ 𝐶   و  𝐵 ⊆ 𝐷78  

  ((𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐶 × 𝐷) = (𝐴 ∩ 𝐶) × (𝐵 ∩ 𝐷)79     

 را ثابت کنید!( ی آخر درست است، آنگزاره)

 

𝐴ضرب( برقرار است، یعنی اگر  ( آیا خاصیت حذفی برای اجتماع )و اشتراک و تفاضل و حاصل80 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐶     آنگاه

𝐵 = 𝐶   طور مشابه آیا از هر یک از  )یا به𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐶    یا 𝐴 × 𝐵 = 𝐴 × 𝐶    یا𝐴 − 𝐵 = 𝐴 − 𝐶  توان می

𝐵نتیجه گرفت  = 𝐶 .)؟ 

 

 های مرتب را دارد.مورد نظر برای تساوی زوج های مرتب خاصیت( بررسی کنید که تعریف وینر برای زوج81

 

 گیرید؟ای میدهند؟ چرا؟ چه نتیجهمجموعه میساز زیر، تشکیل ( بررسی کنید که آیا نمادهای مجموعه82

𝑝}  باشد.      ی سؤالی با پاسخ نه مییک جمله𝐴 = {𝑝|   

𝑥}  حرف بیان کرد.   100با کمتر از  یک عدد باشد که بتوان برای آن یک ویژگی درقالب یک جمله𝐵 = {𝑥|   

، بررسی کنید که  𝐵چنین برای  را بررسی کنید. هم 𝐴در   "وجود دارد؟ 𝐴آیا این جمله در "ی )راهنمایی: عضویت جمله

عدد مانند   آیا متناهی است و عضویت یک  باشد  این ویژگی که    𝑥اگر مجموعه  در    𝑥 " با  قرار    𝐵اولین عددی است که 

 را در آن بررسی کنید.(  "ندارد
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   سوم فصل  

گاشت  هروابط و ن
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 ها . روابط و انواع آن1

از رابطه ی کمتری اعداد به عنوان اولین شود، رابطهها میها یا عناصر آنی بین مجموعههنگامی که در ریاضیات صحبت 

این رابطه را نسبت دهد. مثلاً اگر  خواه هر عدد بزرگتر از آنتواند بیان شود. بنابه تعریف، این رابطه به هر عدد دلها میمثال

1درنظر بگیریم، داریم    {4 .2 .1}ی  را روی مجموعه < 2و    2 < 1و    4 < ، که همواره در سمت چپ )طرف اول(  4

صورت زوج توان هر نمایش بالا را بهشود و سپس در سمت راست)طرف دوم( عدد بزرگتر. پس میعدد کوچکتر نوشته می

ی . در این صورت مجموعه (1.4)و    (2.4)و    (1.2)ی اول آن باشد، یعنی،  مرتبی در نظر گرفت که عدد کوچکتر مؤلفه

است. دقت    {4 .2 .1}روی     >ی  ی رابطهمشخص کننده  {(1.4) .(2.4).(1.2)}هایی، یعنی  ی چنین زوج مرتبهمه

{4 .2 .1}ای از  ی ویژهکنید که این مجموعه در واقع زیرمجموعه × است. مشابه این مثال هر زیرمجموعه از    {4 .2 .1}

کند. در حالت کلی  ضرب دکارتی هر مجموعه در خودش یک رابطه بین برخی از عناصر آن مجموعه را مشخص میحاصل

 برای رابطه تعریف زیر را داریم.

𝐴از    𝑅ی دلخواه مانند  دو مجموعه باشند، هر زیرمجموعه  𝐵و    𝐴اگر    .1.  3تعریف   × 𝐵  ی دوتایی یا  را یک رابطه )رابطه

𝐴گوئیم. اگر   می   𝐵به    𝐴نسبت یا قاعده( از   = 𝐵گاه  ، آن𝑅    را یک رابطه روی𝐴   نویسیم  گوئیم و گاهی می می(𝐴. 𝑅) 

 دار است. ی رابطهیک مجموعه

(𝑎.𝑏)اگر      𝐵به    𝐴از    𝑅ی  برای رابطههای مرتب است. با این توصیف  ای متشکل از زوجپس یک رابطه، مجموعه ∈

𝑅 نویسیم  ، می𝑎 𝑅 𝑏  گونه که ترتیب قرار گرفتن  ) دقت کنید که همان𝑎    و𝑏     در(𝑎.𝑏)    مهم است، ترتیب نوشتن𝑎    و

𝑏    در𝑎 𝑅 𝑏     هم اهمیت دارد(. همچنین اگر(𝑎.𝑏) ∉ 𝑅    یعنی(𝑎    و𝑏    تحت𝑅    میرابطه )نویسیمنداشته باشند.         

𝑆های اول عناصر یک رابطه مانند  ی مؤلفهی همهمجموعه  ⊆ 𝐴 × 𝐵   های ی همه مؤلفهی آن رابطه و مجموعهرا دامنه

 واقع داریم، دهیم. درنمایش می 𝑅𝑆و    𝐷𝑆ها را به ترتیب با  گوئیم و آن 𝑆دوم این عناصر را تصویر، نگاره، رِنج یا بُرد  

 𝑆 دامنهی   𝐷𝑆 = { 𝑎 ∈ 𝐴 | ∃ 𝑏 ∈ 𝐵    (𝑎.𝑏) ∈ 𝑆}  

𝑆بُرد        𝑅𝑆 = { 𝑏 ∈ 𝐵 | ∃ 𝑎 ∈ 𝐴    (𝑎.𝑏) ∈ 𝑆}  

ها از نمادهایی  دهیم(. گاهی برای نمایش رابطههم نمایش می  𝐼𝑚(𝑆)را با  و تصویر آن  𝐷𝑜𝑚(𝑆)را با     𝑆ی  )گاهی دامنه

 کنیم.استفاده می ≡یا    ~یا   >یا    <مانند 

بهمفهوم بخش.  2.  3مثال   تعریف شده  اعداد صحیح  در  میپذیری  معرفی  رابطه  یک  زیر،  رابطه صورت  آن  به  که  ی کند 

 پذیری یا شمردن گوئیم:  بخش

شمارد( و می را می  𝑏عدد    𝑎پذیر است )یا عدد  بخش  𝑎بر    𝑏، گوئیم  𝑏و عدد صحیح    𝑎ناصفر  برای هر عدد صحیح  

𝑏اگر و تنها اگر     𝑎 | 𝑏نویسیم،   = 𝑚𝑎 برای یک عدد صحیح ،𝑚پذیری عبارت است از: ی بخش. بنابراین رابطه 

{(𝑎.𝑏)|  𝑎 ∈ ℤ − 𝑏 و {0} ∈ ℤ و   𝑎|𝑏} ⊆ (ℤ − {0}) × ℤ 

مجموعه.  3.  3مثال   هر  دلروی  مانند  ی  رابطه  𝐴خواه  دو  خود  همواره  یکی  دارند،  وجود  بدیهی  𝐴ی  × 𝐴  عنوان به

  𝐴ی قطری یا همانی روی  ی زیر که به رابطهدهیم و دیگری رابطهنمایش می  (𝐴)∇را با  که آن  𝐴بزرگترین رابطه روی  

 دهیم. ( نمایش می 𝐼(𝐴))یا گاهی   (𝐴)∆یا   𝑑(𝐴)را با موسوم است و آن

∆(𝐴) = { (𝑎. 𝑎)| 𝑎 ∈ 𝐴} 

𝑎 𝑅 𝑏 
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دهیم  نمایش می  𝑅−1را با    𝑅گاه وارون  باشد، آن  𝐵به    𝐴یک رابطه از     𝑅دو مجموعه باشند، و    𝐵و    𝐴اگر    .4.  3تعریف  

 باشد: صورت زیر میبه 𝐴به  𝐵ای از  و رابطه

𝑅−1 = { (𝑏.𝑎) ∈ 𝐵 × 𝐴 |   (𝑎.𝑏) ∈ 𝑅} 

 است. 𝑅ی همان دامنه 𝑅−1است و تصویر  𝑅برابر تصویر  𝑅−1ی بنابراین دامنه

اعداد ی کوچکتری  ی بزرگتری اعداد وارون رابطهی شمردن است و رابطهپذیری وارون رابطهی بخشعنوان نمونه رابطهبه

 است.

 

 ها . برخی از انواع رابطه1. 1

 صورت تعاریف زیر را داریم:باشد. دراین  𝐴ی یک رابطه روی مجموعه 𝑅فرض کنید  

  𝑅با خودش تحت    𝐴گوئیم، هرگاه هر عنصر از    انعکاسی یا بازتابی ی  را یک رابطه  𝑅ی انعکاسی( ( )رابطه1. 5. 3تعریف 

𝑎در رابطه باشد، یعنی، برای هر    ∈ 𝐴 داشته باشیم𝑎 𝑅 𝑎  . 

)رابطه2 تقارنی(  (  رابطه  𝑅ی  یک  متقارنی  را  یا  عنصر    تقارنی  دو  هر  برای  اگر  هرگاه  داشته   𝐴از    𝑏و    𝑎گوئیم،  که 

 .  𝑏 𝑅 𝑎گاهآن  𝑎 𝑅 𝑏باشیم، 

که داشته   𝐴از    𝑐و    𝑏و    𝑎گوئیم، هرگاه اگر برای هر سه عنصر    ترایاییمتعدی یا  ی  را یک رابطه  𝑅ی تعدی(  ( )رابطه3

 . 𝑎 𝑅 𝑐گاه آن 𝑏 𝑅 𝑐و   𝑎 𝑅 𝑏 باشیم،

که    𝐴از    𝑏و    𝑎گوئیم، هرگاه اگر برای هر دو عنصر    پادتقارنی یا پادمتقارنی  را یک رابطه  𝑅ی پاد تقارنی(  ( )رابطه4

𝑎گاه  آن  𝑏 𝑅 𝑎و    𝑎 𝑅 𝑏داشته باشیم، = 𝑏 . 

روی اعداد صحیح خاصیت تعدی دارد اما بازتابی و متقارن و پادمتقارن نیست )بررسی کنید چرا(.    >ی  رابطه.  6.  3مثال  

توان دید که بازتابی،  ( روی اعداد صحیح در نظر گرفته شود، با توجه به خواص آن می≥ی کوچکتر یا مساوی ) اما اگر رابطه

2پادمتقارن و متعدی است، اگرچه متقارن نیست )مثلاً   ≤ 3اما   3 ≰ 2  .) 

 

       𝑎1                     𝑎2              𝐴 

⋮ 
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و    𝑎کند، هرگاه برای هر دو عنصر  صدق می  ی ضعیفگانهخاصیت تثلیث یا سهدر    𝐴روی    𝑅ی  گوئیم رابطه.  7.  3تعریف  

𝑏    از𝐴    ،داشته باشیم𝑎 𝑅 𝑏     یا𝑏 𝑅 𝑎     یا𝑎 = 𝑏  گانه  مانع جمع باشند، یعنی دقیقاً یکی از این سه  "یا"این سه  . اگر

 کند. صدق می ی قویگانهخاصیت تثلیث یا سهدر  𝐴روی  𝑅برقرار باشد، گوئیم  

کند، زیرا برای هر دو عدد صحیح طور قوی صدق میبهگانه  روی اعداد صحیح در خاصیت سه  >ی  به عنوان مثال رابطه

𝑦همواره تنها یا   𝑦و   𝑥خواه دل < 𝑥   یا𝑥 < 𝑦   یا𝑥 = 𝑦  کدام(.)و نه هر دو یا هر سه و نه هیچ 

 𝐴روی   ترتیب جزئیی را که بازتابی، پادتقارنی و متعدی باشد را یک رابطه 𝐴ی  روی مجموعه 𝑅ی  هر رابطه.  8.  3تعریف  

به  𝐴گوئیم )دراین حالت  می یا  اگر  گوئیم(. بهطور جزئی مرتب شده  را جزئاً مرتب  گانه  دارای خاصیت سه  (𝐴. 𝑅)علاوه 

طور کلی مرتب  را کلاً مرتب یا به  (𝐴. 𝑅)گوئیم )در این حالت  می   𝐴روی    ترتیب کلیی  را یک رابطه  𝑅ضعیف هم باشد،  

 گوئیم. می ارزیی همرابطهی بازتابی، متقارن و متعدی را یک چنین هر رابطهشده گوئیم(. هم

.ℤ)عنوان نمونه  به      ی تساوی یک مثال همیشگی از  چنین رابطهطور کلی مرتب شده است. همی بهیک مجموعه  (≥

 ارزی است.ی همرابطه

-ی قطری یا زیر مجموعهکه رابطهتواند همزمان هم متقارن و هم پادمتقارن باشد مگر ایندقت کنید که یک رابطه نمی

باشد. آن  از  سره  یک   ای  همرابطهپس  )تمرین  ی  بود  نخواهد  جزئی  ترتیب  قطری  غیر  شما   12ارزی  از  فصل  این  آخر 

 خواسته است که این دو مطلب را بررسی کنید(. 

1ی عدد طبیعی ثابت  نهشتی به پیمانهی همی اعداد صحیح رابطهارزی مهم روی مجموعهیکی از روابط هم. 9. 3مثال  <

𝑛 را با  است که آن≡
𝑛

 شود.صورت زیر تعریف میدهیم و بهنمایش می  

𝑏  ،𝑎و   𝑎برای هر دو عدد صحیح   ≡
𝑛
𝑏   اگر و تنها اگر𝑛|𝑎 − 𝑏که برای یک عدد صحیح  ، که معادل است با این𝑘   ،داریم

𝑎 − 𝑏 = 𝑛𝑘   ،یعنی(𝑎 = 𝑛𝑘 + 𝑏این معناست که  (، و به𝑎   و𝑏   در تقسیم بر𝑛 دارند. ی یکسانی باقیمانده 

≡توان دید که  پذیری براحتی میدر این صورت با کمک خواص بخش
𝑛
  ⊆  ℤ × ℤ   ارزی است )بررسی ی همیک رابطه

 کنید(.  

و    𝐴اگر  .  10.  3مثال   مجموعه  زیرمجموعهخانواده  𝑋یک  از  )مثلاً  ای  باشد  آن  𝑋های  = 𝒫(𝐴)آن رابطه(  ی گاه 

 است، زیرا، 𝑋ی ترتیب جزئی روی زیرمجموعه بودن )شمول( یک رابطه

𝐵برای هر  - ⊆ 𝐴   (𝐵 ∈ 𝑋)  ،𝐵 ⊆ 𝐵    خاصیت بازتابی دارد. ⊇، پس 

𝐶 و 𝐵 برای هر  - ⊆ 𝐴   (𝐵. 𝐶 ∈ 𝑋) اگر ،𝐵 ⊆ 𝐶    و𝐶 ⊆ 𝐵 گاه  ، آن𝐵 = 𝐶     خاصیت پادتقارنی دارد.  ⊇. پس 

𝐷 و 𝐶 و 𝐵 برای هر  - ⊆ 𝐴   (𝐵. 𝐶. 𝐷 ∈ 𝑋)اگر ،𝐵 ⊆ 𝐶     و𝐶 ⊆ 𝐷   ،گاه  آن𝐵 ⊆ 𝐷      خاصیت تعدی   ⊇. پس

 دارد.

، هیچ یک زیرمجموعه ای از دیگری 𝐴دقت کنید که این رابطه ترتیب کلی نیست، زیرا ممکن است برای دو زیرمجموعه از  

𝐴نباشد، مثلاً اگر   = 𝑋و    {3 .2 .1} = 𝐵و    {{1} .{2 .1} .{3 .2} .∅} = 𝐶و    {2 .1} = 𝐵گاه  آن  {3 .2} ⊈ 𝐶 

𝐶و   ⊈ 𝐵   و𝐵 ≠ 𝐶. 
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رابطه را روی مجموعهی هم ورودی )هم اگر  دانشگاه در نظر بگیریم،  ی دانشجویان رشته کلاسی( بودن  ریاضی یک  ی 

ی افرادی های خودش )یعنی با همهورودیعلاوه هر دانشجو با همارزی است. بهی همتوان دید که این رابطه یک رابطهمی

رابطه او  با  دارد. همچنین همهورودی  ی همکه  قرار  با هم  دارند( در یک کلاس  افرادی هم که در یک کلاس هستند،  ی 

های  ی ریاضی به گروهی دانشجویان رشته کلاسی( دارند. درواقع این رابطه باعث تقسیم بندی همهورودی )هم ی همرابطه

ارزی دیگری هم قابل بیان  ی همی هر رابطهها هستند. خواهیم دید که این توصیف براشود که همان کلاسمجزا از هم می

 کنیم.  صورت زیر تعریف میخواه بهارزی دلی همها را برای یک رابطهاست. پس مفهوم کلاس

رابطه  𝑅فرض کنید    . 11.  3تعریف   و     𝐴ی  ارزی روی مجموعهی همیک  𝑎باشد  ∈ 𝐴ی ی همهصورت مجموعه . دراین

یا    𝑎̅یا    [𝑎]این عنصر گوئیم و با    کلاسرابطه دارند را    𝑎با    𝑅که تحت    𝐴عناصری از  
𝑎

𝑅
را   𝑎دهیم )همچنین  نمایش می    

 نامیم(، یعنی، نماینده این کلاس می

𝑎

𝑅
= [𝑎] = 𝑎̅ = { 𝑥 ∈ 𝐴 |  𝑥 𝑅 𝑎} 

از یک رابطه روی یک مجموعه خود یک مجموعهتوان دید که هر کلاس هممی  ی ی همهاست. همچنین مجموعه  ارزی 

یا    𝑅[𝐴]یا   𝐴̅را با   𝐴ی  روی مجموعه 𝑅ی  ارزی رابطههای همکلاس
𝐴

𝑅
 دهیم، یعنی، نمایش می 

𝐴

𝑅
= [𝐴]𝑅 = 𝐴̅  = {

𝑎

𝑅
= [𝑎] = 𝑎̅ | 𝑎 ∈ 𝐴} 

   هاست.ای متشکل از مجموعه که مجموعه

-صورت زیر میارزی به های همرا در نظر بگیریم، کلاس   ℤروی    𝑛ی  نهشتی به پیمانهی هماگر رابطه   .12.  3مثال  

 باشند: 

              ∀ 𝑎 ∈ ℤ.   𝑎̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
𝑎} 

                                   = { 𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 = 𝑛𝑘 + 𝑎    ،𝑘 برای یک عدد صحیح } 

                                   =  { 𝑛𝑘 + 𝑎  | 𝑘 ∈ ℤ }  

   بنابراین:

 0̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
0} =  { 𝑛𝑘  | 𝑘 ∈ ℤ } 

        1̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
1} =  { 𝑛𝑘 + 1  | 𝑘 ∈ ℤ } 

         2̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
2} =  { 𝑛𝑘 + 2  | 𝑘 ∈ ℤ } 

 و به همین ترتیب با ادامه این روند داریم: 

𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
𝑛 − 1} =  { 𝑛𝑘 + (𝑛 − 1) | 𝑘 ∈ ℤ } 

                          𝑛̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
𝑛 ≡
𝑛
0} = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡

𝑛
𝑛 ≡
𝑛
0} =  { 𝑛𝑘  | 𝑘 ∈ ℤ } = 0̅ 

 شوند. مثلاً: های اعداد صحیح تکراری میبنابراین از این جا به بعد کلاس

0̅ = 𝑛̅ = 2𝑛̅̅̅̅ = ⋯ 
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               1̅ = 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ⋯ 

عدد   برای  تقسیم  الگوریتم  بنابر  هر    𝑎درواقع  تقسیم  باقیمانده  𝑥که  ∈ 𝑎̅    بر𝑛   ( 𝑥،است  = 𝑛𝑘 + 𝑎 

𝑘 تنها  برای یک عدد صحیح )𝑛  ( 0حالت مختلف وجود دارد ≤ 𝑎 < 𝑛 − -کلاس هم   𝑛تعداد    𝑛ی  (. پس به پیمانه1

 شود. پس، هم گفته می 𝑛ی  نهشتی به پیمانههای هم ها کلاسآیند و به آندست میصورت بالا بهارزی وجود دارند که به

ℤ

≡
𝑛 = {

𝑥

≡
𝑛 = 𝑥̅| 𝑥 ∈ ℤ } = {0̅. 1̅. 2̅. … . 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}  

 دهیم. نمایش می ℤ𝑛را با که آن

ی نهشتی هم با تغییر پیمانهی همدقت کنید که با تغییر رابطه همه چیز ممکن است تغییر کند! حتی در همین رابطه

𝑛عنوان مثال برای  کنند. بهها تغییر میی کلاسهمهنهشتی رابطه عوض شده و  هم = ≡ی  های رابطه کلاس  2
2

 ℤروی    

 عبارتند از: 

0̅ی اعداد زوج مجموعه = {𝑥 ∈ ℤ| 𝑥 ≡
2
0} = {2𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ } 

1̅   ی اعداد فردمجموعه = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
2
1} = {2𝑘 + 1| 𝑘 ∈ ℤ} 

𝑛اما برای   = ≡ی های رابطهکلاس 3
3

 عبارتند از: ℤروی  

0̅ = {𝑥 ∈ ℤ| 𝑥 ≡
3
0} = {3𝑘 | 𝑘 ∈ ℤ } 

1̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
3
1} = {3𝑘 + 1| 𝑘 ∈ ℤ}  

2̅ = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
3
2} = {3𝑘 + 2| 𝑘 ∈ ℤ} 

≡ی  های رابطهکه با کلاس
2

4متفاوت هستند، مثلاً      ∈ ≡ی  در رابطه  0̅
2

≡ی   ، اما نسبت به رابطه
3

  ،4 ∉ 4)درواقع    0̅ ∈

4زیرا  1̅ = 3 × 1 + 1       .) 

 

کنید    .13.  3مثال   ℕ0فرض  = ℕ ∪ روی  رابطه   ~و    {0} Aای  = ℕ0 × ℕ0    یعنی(~ ⊆ (ℕ0 × ℕ0)  ×

(ℕ0 × ℕ0) :تعریف شده بصورت زیر باشد ) 

(c, 𝑑) و(𝑎, 𝑏)برای هر دو عنصر   ∈ 𝐴،  (𝑎, 𝑏) ~ (c, 𝑑)  اگر و تنها اگر𝑎 + 𝑑 = 𝑐 + 𝑏. 

 است، زیرا، 𝐴ی هم ارزی روی یک رابطه  ~صورت دراین

(𝑎, 𝑏)برای هر    -       ∈ ℕ0 × ℕ0   ،داریم𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏   و لذا ،(𝑎, 𝑏) ~ (𝑎, 𝑏)  بازتابی است.  ~. پس 

(c, 𝑑) و(𝑎, 𝑏)برای هر دو عنصر    - ∈ ℕ0 × ℕ0    اگر(𝑎, 𝑏) ~ (c, 𝑑)  گاه  آن𝑎 + 𝑑 = 𝑐 + 𝑏    و لذا𝑐 +

𝑏 = 𝑎 + 𝑑 دهد،  که  نتیجه می(𝑐, 𝑑) ~ (𝑎, 𝑏)،    ای متقارن است. رابطه ~یعنی 

برای     - اگر  (𝑒, 𝑓) و(c, 𝑑) و(𝑎, 𝑏)همچنین  ∈ ℕ0 × ℕ0     ،باشیم و    (c, 𝑑) ~ (𝑎, 𝑏)داشته 

(𝑐, 𝑑) ~ (𝑒, 𝑓) گاه داریم: آن 
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(𝑎. 𝑏)~ (𝑐. 𝑑) ⇒ 𝑎 + 𝑑 = 𝑐 + 𝑏 
(𝑐. 𝑑)~ (𝑒. 𝑓) ⇒ 𝑐 + 𝑓 = 𝑒 + 𝑑 

}    ====⇒      
جمع طرفین دو تساوی 

(𝑎 + 𝑑) + (𝑐 + 𝑓) = (𝑐 + 𝑏) + (𝑒 + 𝑑 ) 

 از دو طرف تساوی اخیر داریم: 𝑑و   𝑐سازی  که با ساده

𝑎 + 𝑓 = 𝑒 + 𝑏 

 ی ترایایی یا متعدی است.  یک رابطه ~، یعنی  (𝑒, 𝑓) ~(𝑎. 𝑏)دهد،  که نتیجه می

𝐴اکنون کلاس برخی از عناصر   = ℕ0 × ℕ0 آوریم.  دست میرا تحت این رابطه به 

   (0. 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = { (𝑎. 𝑏) ∈ ℕ0 × ℕ0 | (𝑎. 𝑏)~(0. 1)} = {(𝑎. 𝑏) ∈ ℕ0 × ℕ0 | 𝑎 + 1 = 𝑏 } 

    = ℕ0که مؤلفهی دومشان یکی بیشتر از مؤلفهی اول آنهاست   } × ℕ0  دوتاییهایی از } 

= {(0. 1). (1. 2). (2. 3). … }                                                                       

 

     (1. 0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = { (𝑎. 𝑏) ∈ ℕ0 × ℕ0 | (𝑎. 𝑏)~(1. 0)} =  { (𝑎. 𝑏) ∈ ℕ0 × ℕ0 | 𝑎 = 𝑏 + 1} 

    = ℕ0که مؤلفهی اولشان یکی بیشتر از مؤلفهی دوم آنهاست  } × ℕ0  دوتاییهایی از } 

= {(1. 0). (2. 1). (3. 2). … }                                                                      

            (1. 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = { (𝑎. 𝑏) ∈ ℕ0 × ℕ0 | (𝑎. 𝑏)~(1. 1)} =  { (𝑎. 𝑏) ∈ ℕ0 × ℕ0 | 𝑎 + 1 = 𝑏 + 1} 

    = ℕ0که مؤلفهی اولشان و مؤلفهی دوم آنها برابرست  } × ℕ0  دوتاییهایی از }          

= {(0. 0). (1. 1). (2. 2).… }                                                                  

 

 ارزی است.ی همهم یک رابطه 𝑅−1گاه  باشد، آن 𝐴ی ارزی روی مجموعه ی همیک رابطه 𝑅اگر    . 14. 3قضیه  

 تمرین.   اثبات.

 

ی شرایط باشد که در همه  𝑋هایی ناتهی از  ای متشکل از زیرمجموعهمجموعه  𝑃ای ناتهی و   مجموعه  𝑋اگر  . 15. 3تعریف 

 گوئیم: 𝑋برای     بندیافزار یا تقسیمرا یک  𝑃گاه  زیر صدق کنند، آن

𝐴برای هر  (  1 ∈ 𝑃  ،𝐴 ≠ ∅. 

𝑃 ،𝐴در   𝐵و   𝐴ی متمایز  برای هر دو مجموعه (2 ∩ 𝐵 = ∅ . 

3) 𝑋 = ⋃ 𝐴𝐴∈𝑃 . 

 که متمایز و از هم جدا و ناتهی هستند، نوشت.  𝑃های در ی مجموعهصورت اجتماع همهرا بتوان به 𝑋یعنی  
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𝑃کم یک افراز بدیهی دارد که عبارت است از  همواره دست  𝑋خواه  ی ناتهی دلهر مجموعه  . 16. 3مثال  = { {𝑥} }𝑥∈𝑋 .

𝑃چنین هم = {𝑋}  یک افزار برای خود𝑋 .است 

 

 آید.  دست میصورت زیر بهوجود دارد که به ℤزیرمجموعه از  𝑛به   ℤیک افراز برای  𝑛برای هر عدد طبیعی . 17. 3مثال 

ℤ =⋃𝐴𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 

0که در آن برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  ، 

  𝐴𝑖 = { 𝑥 ∈ ℤ  |    باشد 𝑖   برابر  𝑛 بر  𝑥 باقیمانده تقسیم } = {𝑥 ∈ ℤ | 𝑥 ≡
𝑛
𝑖} = 𝑖 ̅

 𝑛ها برابر  دیدیم، تعداد این کلاس  12.  3گونه که در مثال  است و همان  𝑛ی  نهشتی به پیمانههمپس هر قسمت یک کلاس  

0با شرط    𝑛تقسیمِ هر عدد صحیح بر  در    𝑖است. از طرفی چون بنابه الگوریتم تقسیم باقیمانده   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − موجود و    1

ℤیکتاست، پس   = ⋃ 𝐴𝑖
𝑛−1
𝑖=0   و𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = 0، برای هر   ∅ ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛 −  . پس 1

𝑃 = {𝐴0 = 0̅. 𝐴1 = 1̅. 𝐴2 = 2̅.… . 𝐴𝑛−1 = 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} = ℤ𝑛 

 قسمت است.       𝑛با   ℤیک افراز برای 

 

افراز   یک  یافتن  برای  بالا  مثال  در  که  کلاس   ℤفرآیندی  کمک  همبه  رابطههای  ≡ی  ارزی 
𝑛

هر     برای  گرفت  انجام 

-های بالا می با توجه به مثالخواه روی آن قابل انجام است. در واقع  ارزی دلی همخواه و به کمک هر رابطهی دلمجموعه

 کرد. توان لم زیر را بیان 

ارزی روی آن باشد.  ی همیک رابطه  𝑅یک مجموعه ناتهی و    𝑋فرض کنید  ارزی(.  های همهای کلاس)ویژگی  18.  3 لم

 ارزی داریم:های همصورت برای کلاسدراین

𝑥برای هر   (1 ∈ 𝑋  ،𝑥̅ ≠ ∅. 

𝑦 و𝑥برای هر دو عنصر   (2 ∈ 𝑋  ،𝑥 𝑅 𝑦   اگر وتنها اگر𝑥̅ = 𝑦̅. 

𝑦 و𝑥ارزی یا برابرند یا اشتراکی ندارند، یعنی، برای هر هر دو کلاس هم (3 ∈ 𝑋،   که𝑥̅ ≠ 𝑦̅  ،داریم ،𝑥̅ ∩ 𝑦̅ = ∅ . 

𝑋است،  𝑋ارزی برابر با  های هماجتماع تمامی کلاس (4 = ⋃ 𝑥̅𝑥∈𝑋 . 

رابطه(  1اثبات.)  برای هر  هم  𝑅ی  چون  و درنتیجه  بازتابی دارد،  𝑥ارزی است، پس خاصیت  ∈ 𝑋    ،داریم𝑥 𝑅 𝑥  ،یعنی  ،

𝑥 ∈ 𝑥̅باشد، یعنی،  کم شامل خود آن عنصر می . پس کلاس هر عنصر دست𝑥̅ ≠ ∅. 

هم  (2) مثال  در  که  است  بیانی  اینورودیاین قسمت همان  داشتیم؛  دو همها  هر  یکسانی  ورودیورودی، هم که  های 

دهیم اگر دو عنصر با هم رابطه داشته باشند،  ی ورودی خود باشد! برای اثبات ابتدا نشان میتواند نمایندهو هر فرد میدارند  

𝑦 و𝑥خواه دو برابر است. فرض کنید برای دو عنصر دلارزی آنگاه کلاس همآن ∈ 𝑋   ،داشته باشیم𝑥 𝑅 𝑦   و𝑟 ∈ 𝑥̅  پس .

𝑟 𝑅 𝑥  و چون𝑅   ،خاصیت تعدی دارد𝑟 𝑅 𝑦  ،یعنی ،𝑟 ∈ 𝑦̅طور مشابه هر  . به𝑠 ∈ 𝑦̅  عنصری از𝑥̅   است، و لذا𝑥̅ = 𝑦̅ . 
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𝑥(،  1اثبات برعکس بنابه تعریف روشن است، زیرا بنابه اثبات قسمت ) ∈ 𝑥̅ = 𝑦̅  و لذا ،𝑥 𝑅 𝑦 . 

𝑥̅فرض کنید  (  3) ∩ 𝑦̅ ≠ 𝑥̅دهیم باید  ، نشان می∅ = 𝑦̅  بنا به فرض عنصر مانند .𝑎    در𝑥̅ ∩ 𝑦̅    وجود دارد. پس

 داریم،

𝑎 ∈ 𝑥̅ ⇒ 𝑎 𝑅 𝑥    ===⇒     
 خاصیت تقارنی 

𝑥 𝑅 𝑎
  𝑎 ∈ 𝑦̅ ⇒ 𝑎 𝑅 𝑦                                   

}    ===⇒      
 خاصیت تعدی 

𝑥 𝑅 𝑦       

𝑥̅(،  2پس دو عنصر با هم ارتباط دارند و بنا به قسمت ) = 𝑦̅ . 

𝑥( هر عنصر  1بنابه تعریف و اثبات قسمت )(  4)  ∈ 𝑋    در𝑥̅    قرار دارد و در نتیجه طبق تعریف اجتماع در⋃ 𝑥̅𝑥∈𝑋  

هستند. پس   𝑋های  ارزی است که زیرمجموعههای همکم یکی از کلاسباشد. همچنین هر عنصر در اجتماع نیز در دستمی

 تساوی برقرار است.     

 باشد. ی بسیار مهم زیر بلافاصله برقرار میبه عنوان نتیجه با توجه به تعریف افراز، قضیه

رابطههای همی کلاسی همهمجموعه.  19.  3قضیه   برای آن می  𝑋روی    𝑅ارزی مانند  ی همارزی یک  افراز  باشند،  یک 

𝑋̅یعنی،   =
𝑋

𝑅
 است. 𝑋یک افراز برای  

دهد چگونه از یک تقسیم بندی از  چه اهمیت دارد این است که عکس قضیه بالا هم برقرار است. این مطلب نشان میآن

 دست آورد. ارزی بهی همتوان روی آن یک رابطهیک مجموعه می

𝑃اگر  .  20.  3قضیه   = {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼  ی  یک افراز برای مجموعه𝑋  یگاه رابطهباشد، آن𝑅    صورت زیر روی  تعریف شده به𝑋  

 ارزی است: ی همیک رابطه

𝑦 و𝑥برای دو عنصر   ∈ 𝑋  ،𝑥 𝑅 𝑦  ،اگر و تنها اگر  ،𝑥و 𝑦    در یک بخش از افراز𝑃    قرار داشته باشند )یعنی، برای یک

𝑖 ∈ 𝐼   ،داشته باشیم𝑥و 𝑦 ∈ 𝑋𝑖) 

از این افراز هستند. یعنی،   𝑋𝑖های  ارزی نظیر این رابطه، همان قسمتهای همعلاوه کلاسبه
𝑋

𝑅
= 𝑃 . 

 تمرین. اثبات. 

گوئیم و با  می  𝑋از    𝑃  ارزی القا شده توسط افرازی همرابطهرا    20.  3دست آمده از قضیه  به  𝑅ی  رابطه
𝑋

𝑃
-نمایش می   

 دهیم. با این نمادگذاری بنابه دو قضیه قبل داریم:

 

𝑅 =
𝑋

𝑃
=
𝑋

(
𝑋
𝑅)

 

 و

𝑋

𝑅
=
𝑋

(
𝑋
𝑃)
= 𝑃 
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 یعنی،   

همارزی  =
مجموعه 

افراز 
افراز و                              =

مجموعه 

همارزی 
 

ارزی توان حدس زد که این رابطه باید عناصر هر قسمت از افراز را به عنوان یک کلاس هممی 18. 3)درواقع از اثبات لم 

 در بر بگیرد.( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . اعمال روی روابط 2

در این بخش به   شود.ها انجام میجا که هر رابطه یک مجموعه است، اجتماع و اشتراک و تقاضل روابط مانند مجموعهاز آن 

 پردازیم. بررسی عمل ترکیب بین روابط می

 . ترکیب روابط 1. 2

𝑅اگر  .  21.  3تعریف   ⊆ 𝐴 × 𝐵    و𝑆 ⊆ 𝐵 × 𝐶    دو رابطه باشند، ترکیب آن دو را با 𝑆 ∘ 𝑅ای  دهیم و رابطهنمایش می

 شود: که به صورت زیر تعریف می 𝐶به    𝐴است از  

𝑎برای هر  ∈ 𝐴     و برای هر𝑐 ∈ 𝐶   ،𝑎 (𝑆 ∘ 𝑅) 𝑐     اگر و تنها اگر یک𝑏 ∈ 𝐵    ،موجود باشد که برای آن(𝑎.𝑏) ∈

𝑅   و(𝑏.𝑐) ∈ 𝑆. 

یک   تشکیل  برای  میبنابراین  انجام  راست  از  بالا  تعریف  قرارداد  به  بنا  )که  رابطه  دو  ترکیب  در  عنصر عضو  به  نیاز  شود( 

 ی دوم باشد. ی اول و عنصری از بُرد رابطهی رابطهی یک عنصر از دامنهواسطی هست، که مرتبط کننده

 شود، مثلاً: یش داده میشود و گاهی با نماد توان نماترکیب یک رابطه با خودش نیز به همین ترتیب بیان می

𝑅2 = 𝑅 ∘ 𝑅. 𝑅3 = 𝑅 ∘ 𝑅 ∘ 𝑅. … . 𝑅𝑛 = 𝑅𝑛−1 ∘ 𝑅. … . 𝑅∞ =⋃𝑅𝑛
∞

𝑛=1

 

𝑐̅ 

𝑏̅ 

𝑎̅ 𝑎     𝑎′      

𝑎′′ 

𝑐     𝑐′      

𝑐′′ 

𝑏     𝑏′      

𝑎           𝑐′        𝑎′      

     𝑐           𝑎′′ 

           𝑏′ 

𝑏                      𝑐′′   

 …     

𝑋1 

𝑋2 

𝑋3 

 𝑋روی رابطه

 𝑋از  افراز

 

𝑋 
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 شود. نامیده می 𝑅بستار متعدی   ∞𝑅که 

𝑅2ی پدر بودن باشد،  رابطه 𝑅عنوان یک مثال ساده، اگر  به = 𝑅 ∘ 𝑅 ی پدربزرگ بودن خواهد بود!رابطه 

𝐴اگر    .22. 3مثال  = 𝑅و    {3 .2 .1} = { (1.1).(1.2).(2.3)} ⊆ 𝐴 × 𝐴    و𝑆 = { (2.2).(3.1)} ⊆ 𝐴 × 𝐴 

 گاه داریم: ( باشند، آن𝐴دو رابطه )روی 

-   (2.3) ∈ 𝑅   (3.1)و ∈ 𝑆  (2.1)تعریف  پس بنابه ∈ 𝑆 ∘ 𝑅   عنصر واسط بین دو رابطه است(؛3)درواقع ، 

-   (1.3) ∉ 𝑆 ∘ 𝑅  زیرا برای هر ،𝑏 ∈ 𝐴  اگر(1.𝑏) ∈ 𝑅 گاه  آن(𝑏.3) ∉ 𝑆   از  1)یعنی هیچ عنصر واسطی بین

(2.3)طور مشابه وجود ندارد(. به 𝑆از برد   3و   𝑅ی دامنه ∉ 𝑆 ∘ 𝑅؛ 

(2.3)اما    - ∈ 𝑅 ∘ 𝑆  (2.2)، زیرا ∈ 𝑆   (2.3)و ∈ 𝑅  عنصر واسط است(. پس در این مثال  2)عنصر ،𝑅 ∘ 𝑆 ≠

𝑆 ∘ 𝑅. 

(2.1)عنوان تمرین و به کمک تعریف بررسی کنید  به ∉ 𝑅 ∘ 𝑆ی عناصر چنین بقیه. هم𝑆 ∘ 𝑅   و𝑅 ∘ 𝑆   و نیز𝑅 ∘

𝑅   و𝑆 ∘ 𝑆 دست آورید. را به 

≡ی رابطه 𝑅فرض کنید  .  23.  3مثال 
2

≡ی رابطه 𝑆و   
3

 صورت  باشند، در این  ℤروی  

𝑅 = { (𝑎.𝑏) ∈ ℤ × ℤ | 𝑎 ≡
2
𝑏} 

𝑆 = { (𝑎.𝑏) ∈ ℤ × ℤ | 𝑎 ≡
3
𝑏} 

(12.10)عنوان نمونه  پس به ∈ 𝑅    (10.1)و ∈ 𝑆  12، زیرا ≡
2
10و    10 ≡

3
(12.1)تعریف  . پس بنابه1 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅 

رابطه واسط  عدد  )عضو  هم  10ها  (12.5)چنین  است(.   ∈ 𝑆 ∘ 𝑅  عدد مثلاً  زیرا  باشد:  می   8،  واسط  عنصر  تواند 

(12.8) ∈ 𝑅    (8.5)و ∈ 𝑆  12، چون ≡
2
8و    8 ≡

3
𝑆)البته برای یافتن    5 ∘ 𝑅  مانند مثال قبل، نیاز صورت کامل،  به

 مند تمرین خوبی خواهد بود!(. به اطلاعاتی از نظریه اعداد است که موضوع بحث ما نیست، اما برای دانشجوی علاقه

𝑅2ی متعدی است اگر و تنها اگر  یک رابطه 𝑅گاه  باشد، آن 𝑋ی یک رابطه روی مجموعه 𝑅اگر  .  24.  3قضیه   ⊆ 𝑅 . 

کنید  اثبات.   رابطه  𝑅فرض  و  یک  باشد  متعدی  (𝑎.𝑏)ی  ∈ 𝑅2  دل دراینعنصری  باشد.  بنابهخواه  واسط صورت  تعریف 

𝑐 ∈ 𝑋    وجود دارد که(𝑎.𝑐) ∈ 𝑅    و(𝑐.𝑏) ∈ 𝑅  ،یعنی ،𝑎 𝑅 𝑐    و𝑐 𝑅 𝑏  همراه متعدی بودن  که به𝑅  دهد  نتیجه می

𝑎 𝑅 𝑏  ،یعنی ،(𝑎.𝑏) ∈ 𝑅  پس .𝑅2 ⊆ 𝑅  . 

𝑅2برعکس اگر   ⊆ 𝑅    و برای𝑎    و𝑏    و𝑐    در𝑋    ،داشته باشیم(𝑎.𝑐) ∈ 𝑅    و(𝑐.𝑏) ∈ 𝑅گاه  ، آن𝑐   واسطی خواهد

(𝑎.𝑏)دهد   بود که نتیجه می ∈ 𝑅2 اکنون چون .𝑅2 ⊆ 𝑅    پس(𝑎.𝑏) ∈ 𝑅  پس .𝑅     .متعدی است 
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 . نگاشت3

 . تعریف و مفاهیم اولیه1. 3

مانند    تابع یا نگاشتصورت منظور از یک  باشند. دراین  دو مجموعه  𝐵و    𝐴فرض کنید  )تابع یا نگاشت(.     25.  3تعریف  

𝑓  از𝐴   به𝐵 از  یک رابطه𝐴  به𝐵   است )یعنی یک زیرمجموعه از𝐴 × 𝐵که در شرایط زیر صدق کند: طوری( به 

1)  𝐷𝑓 = 𝐴. 

(𝑎.𝑏)اگر   )شرط یکتایی تصویر(  (  2 ∈ 𝑓    و(𝑎.𝑐) ∈ 𝑓 گاه  آن𝑏 = 𝑐. 

را با     𝐵به    𝐴از    𝑓را مرتبط کند. تابع    𝐵از    یکتاییعنصر    𝐴عنصر از    هر یک تابع است هرگاه به    𝑓ی  اختصار، رابطه به

𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵  جای نوشتن  دهیم و بهنمایش می(𝑎.𝑏) ∈ 𝑓    یا𝑎 𝑓 𝑏  نویسیم،  می𝑏 = 𝑓(𝑎)حالت  . در این𝑏   را )که

 نامیم.  می 𝑏نگاره از تصویر یا پیشرا یک عنصر پیش 𝑎گوئیم و  می 𝑎طبق تعریف تابع یکتاست( تصویر یا نگاره عنصر 

می      بیان  بالا  تعریف  در  بودن  تابع  دوم  بهشرط  دارد،  یکتایی  تصویر  عنصر  هر  که  برابر کند  عنصر  دو  اگر  دیگر  عبارت 

گوییم  که تابع بودن یک رابطه را نشان داده شد، اصطلاحاً میها تحت یک تابع نیز باید برابر باشد. هنگامی اشند، تصویر آنب

، همان بررسی دو شرط تعریف تابع برای آن 𝑓تعریف بودن یک تابع مانند  تعریف است. بنابراین بررسی خوشآن تابع خوش

𝑓دامنه باشد )یعنی،  کنیم تصویر هر عنصر از دامنه حتماً عنصری از هم  که باید دقتعلاوه اینباشد، بهمی ⊆ 𝐴 × 𝐵 .) 

ی معنا هستند، اما کلمههای نگاشت و تابع هم چنین اگرچه کلمهشود. همها تعریف میدامنه و برد توابع همانند رابطه

-جا بهکنیم. بنابراین از اینریاضیات عمومی استفاده میی تابع بیشتر در رود و از کلمهکار میتر بهنگاشت برای مباحث کلی

 کار خواهیم برد. ی نگاشت را بیشتر بهبعد نیز کلمه

 

:𝑓اگر  ها(.  ی مجموعهنگاره)نگاره و پیش  26.  3تعریف   𝐴 ⟶ 𝐵    یک نگاشت باشد و𝐴′   ای از  زیرمجموعه𝐴    ،باشد

نگارهآن یا  تصویر  با  𝑓 تحت    ′𝐴ی  گاه  می  𝑓(𝐴′)را  از مجموعهنمایش  است  عبارت  و  عناصر  دهیم  تصاویر  ،  ′𝐴ی همه 

 یعنی، 

𝑓(𝐴′) = { 𝑓(𝑎′)| 𝑎′ ∈ 𝐴′} 

در    𝑓(𝐴′)باشد )دقت کنید که این صرفاً یک نمایش است و منظور از  می  𝑓ای از تصویر یا بُرد  که به روشنی زیرمجموعه

، دقت کرد که  𝑓(𝐴′)تصویر آن، یعنی     عضوی از دامنه باشد باید در تعریف  ′𝐴ی بالاست، اما اگر خودِ  حالت کلی مجموعه

 با نماد بالا اشتباه نشود(.  

-نمایش می   𝑓−1(𝐵′)را با  𝑓 تحت    ′𝐵ی  نگارهگاه تصویر وارون یا پیشباشد، آن  𝐵ای از  زیرمجموعه  ′𝐵چنین اگر   هم

 باشد، یعنی،  ′𝐵ها در   ی عناصری از دامنه که تصویر آنی همهمجموعهدهیم و عبارت است از 

𝑓−1(𝐵′) = { 𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑓(𝑎) ∈ 𝐵′} 

 باشد.  می 𝑓ی  ای از دامنهکه به روشنی زیرمجموعه

ی  ( را نیز ضابطه𝐴ی تصاویرِ عناصرِ  باشند )یعنی همه 𝐴ی عناصر مرتبط با عناصر  چنین فرمولی که بیان کننده همههم

𝑓   .گوئیم 
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نمودار(.  )هم  27.  3تعریف   و  :𝑓اگر  دامنه  𝐴 ⟶ 𝐵  باشد، مجموعه نگاشت  نامیم می  𝑓ی  دامنهرا هم  𝐵ی  یک 

𝑅𝑓ی آن است، یعنی،  دامنهای از همزیر مجموعه  𝑓)روشن است که بُرد نگاشت   ⊆ 𝐵چنین نمایش نگاشت  (. هم𝑓  به-

𝑎 | (𝑎.𝑓(𝑎))}ی  صورت مجموعه ∈ 𝐴}   را نمودار𝑓   .گوئیم 

-در یک نگاشت ممکن است، تصویر عناصر متفاوت از دامنه عنصری یکسان از برد باشد )یعنی برخی از عناصر بُرد پیش

همه است  ممکن  حتی  دارد(.  تصویر  یک  تنها  عنصر  هر  نگاشت  تعریفِ  طبق  اگرچه  باشند،  داشته  مختلفی  ی تصویرهای 

 عنصر مشترک تصویر شوند، که در این حالت اخیر نگاشت را یک نگاشت ثابت گوئیم. عناصر دامنه به شکل یکسان به یک 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ها . چند مثال و برخی از انواع از نگاشت2. 3

یک نگاشت است که در آن تصویر هر عنصر دامنه خود    𝑋روی یک مجموعه مانند    (𝑋)∆ی قطری رابطه( 1. )28. 3نکته 

-نمایش می  𝐼𝑋یا    𝑖𝑑𝑋را با  گیریم، آنعنوان نگاشت درنظر میی قطری را بهکه رابطهمعمولاً هنگامی باشد.آن عنصر می

𝑖𝑑𝑋(𝑥)گوئیم. پس،  دهیم و به آن نگاشت همانی می = 𝑥  برای هر ،𝑥 ∈ 𝑋 ،یعنی ، 

𝑖𝑑𝑋: 𝑋 ⟶ 𝑋 

𝑥 → 𝑥 

:𝑓اگر  (  2) 𝐴 ⟶ 𝐵  اش  دست آورد که ضابطهی آن نگاشتی جدید بهتر کردن دامنهتوان با کوچکیک نگاشت باشد، می

′𝐴تر اگر  به بیان دقیقهمانند قبل باشد.   ⊆ 𝐴   گاه  آن𝑓: 𝐴′ ⟶ 𝐵  آید( نیز  دست میی  به)که از محدود کردن دامنه

ها،  دهیم. در برابر مفهوم تحدید نگاشتنمایش می  ′𝑓|𝐴را با  گوییم و آنمی    ′𝐴به  𝑓باشد که به آن تحدید  مییک نگاشت  

:𝑓توان هر نگاشت مانند  می 𝐴 ⟶ 𝐵  بزرگتر کردن دامنه از  را با  ابرمجموعه  این رش داد. بهگست   𝑋مانند   𝐴اش به یک 

̅:𝑓نگاشتی مانند    𝑓ترتیب از روی   𝑋 ⟶ 𝐵  تری دارد، اما روی  ی بزرگآید که دامنهدست میبه𝐴    با 𝑓  ،برابر است، یعنی

𝑓|̅𝐴 = 𝑓. 

∅اگر    (3) ≠ 𝐴 ⊆ 𝐵آ نگاشت   ن،  :𝑖گاه  𝐴 ⟶ 𝐵  یعنی،  با ضابطه 𝑖(𝑎)ی همانی،  = 𝑎  برای هر  ،𝑎 ∈ 𝐴  یا تابع   ،

روی  می  نامیده نگاشت شمول   همانی  نگاشت  تحدید  نگاشت، همان  این  زیرمجموعه  𝐵شود.  یعنی،    𝐴ی  به  است،  آن  از 

𝑖𝑑𝐵 |𝐴   . 

گونه اینشود. بهعنوان ضابطه تعریف میهای متفاوتی بههای مختلف دامنه فرمول ها روی قسمتبرای برخی از نگاشت(  4)

باید ضابطهگوییم.  ای می، چندضابطههانگاشت های مختلف یک نگاشت  باتوجه به شرط یکتایی تصویر در تعریف نگاشت، 

 

𝑎 
 

𝑎′ 

𝑎′′ 

 

𝑏 

 

 

𝑏′ 

𝑏′′ 

𝐴 𝐵 
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  𝑎تصویر 

 ′′𝑎و   ′𝑎تصویر مشترک 

ی نگارهپیش

𝑏  

های نگارهپیش 
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71 

دامنهچندضابطه اشتراک  روی  همای  باشند.  داشته  یکسانی  مقدار  دامنههایشان  اجتماع  همهچنین  با  های  باید  ضوابط  ی 

تابع بودن برقرار باشد(. یک نگاشت  ی نگاشت برابر باشد تا کل دامنه تحت نگاشت پوشش داده شود )یعنی، شرط اول  دامنه

 توان نمایش داد: صورت زیر میرا به 𝐴ی ای با دامنهچندضابطه

     𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 

𝑓(𝑥) = {

𝑓1(𝑥)           𝑥 ∈ 𝐴1
𝑓2(𝑥)           𝑥 ∈ 𝐴2

⋮
𝑓𝑛(𝑥)           𝑥 ∈ 𝐴𝑛

 

 که در آن،  

𝐴 =⋃𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑥و هر   𝑛تا   1بین    𝑗و   𝑖و برای هر   ∈ 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗  داشته باشیم ،𝑓𝑖(𝑥) = 𝑓𝑗(𝑥). 

به بعد  نگاشت چندضابطهطور دقیقدر بخش  نگاشت  تر خواهیم دید که هر  از چند  اجتماعی  بالا درواقع  تعریف  با  ای 

 است.

توان عناصر ایست که به کمک آن می، یک تابع دوضابطه𝑋در    𝐴ی  عنوان مثال نگاشت زیر، موسوم به تابع مشخصهبه

𝐴 ین عناصر  را از ب𝑋 .مشخص کرد 

𝜒𝐴: 𝑋 ⟶ {0.1}      

𝜒𝐴(𝑥) = {
1       𝑥 ∈ 𝐴
0       𝑥 ∉ 𝐴

 

𝑥برای هر                                                                   ∈ 𝑋 . 

  باشند:های تصویر هستند، تابع میی ناتهی باشند، روابط زیر که موسوم به نگاشتدو مجموعه𝐵 و  𝐴اگر  (5)

          ی اول:    نگاشت تصویر به مؤلفه                                 
𝜋1: 𝐴 × 𝐵 ⟶ 𝐴

𝜋1(𝑎.𝑏) = 𝑎
 

                                                        ی دوم:   نگاشت تصویر به مؤلفه                           
𝜋2: 𝐴 × 𝐵 ⟶ 𝐵

𝜋2(𝑎.𝑏) = 𝑏
 

  𝑅ینسبت به رابطه  را با کلاس آن  𝐴با که به هر عنصر    𝜋گاه  باشد، آن  𝐴ی  یک رابطه روی مجموعه  𝑅چنین اگر  هم

 شود: کند، یک تابع است و نگاشت کانونی نامیده میمرتبط می

𝜋: 𝐴 ⟶ 𝐴̅ =
𝐴

𝑅
𝜋(𝑎) = 𝑎̅

 

𝑎برای هر                                                               ∈ 𝐴. 

 

 شناسیم توابع جمع و ضرب اعداد هستند:ترین توابعی که می از معروف(  6)
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+: ℝ2⟶ℝ  
+(𝑎.𝑏) = 𝑎 + 𝑏

                           
×: ℝ2⟶ℝ  
× (𝑎.𝑏) = 𝑎 × 𝑏

 

و   +بار از دو نماد  جای نمادهای همیشگی توابع که حروف بودند اینکه به(. دقت کنید 𝑏و   𝑎)برای هر دو عدد حقیقی 

 ایم. گذاری این دو تابع استفاده کردهبرای نام ×

(𝑎.𝑏)توجه کنید که در عمل جمع اعداد، برای هر   ∈ ℝ2   اولاً تصویرها وجود دارند و درℝ   هستند و ثانیاً برای هر

(𝑥.𝑦)دوعنصر برابر مانند   = (𝑎.𝑏)  درℝ2 ،  ،تصویرها یکسان است، یعنی+(𝑥.𝑦) = 𝑥 + 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 =

+(𝑎.𝑏)در   28طور مشابه عمل ضرب اعداد نیز یک تابع است. در تمرین . پس این عمل دو ویژگی تابع بودن را دارد. به

 بینیم که این توابع حالت خاصی از توابع هستند که به اعمال چندتایی نیز موسومند.  آخر فصل می

 ی زیر یک تابع است: با ضابطه  𝑓: ℝ2⟶ℝ2ی رابطه(  7)

∀ (𝑥.𝑦) ∈ ℝ2.    𝑓(𝑥.𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2. 𝑥2 − 𝑦2) 

برای هر عنصر   𝐷𝑓شود، یعنی،  تعریف می  ℝ2زیرا، اولاً  = ℝ
برای هر دوعنصر برابر مانند  2 (𝑥.𝑦). ثانیاً  = (𝑎.𝑏)    در

ℝ2  ،یعنی است،  یکسان  تصویرها   ، 𝑓(𝑥.𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2. 𝑥2 − 𝑦2) = (𝑎2 + 𝑏2.𝑎2 − 𝑏2) =

𝑓(𝑎.𝑏)های  توانید توضیح دهید چرا!؟(. برای تمرین مجموعه)می𝑓(1.0)    و𝑓−1({(2.0).(0.0)})    و𝑓({(𝑥.𝑦) ∈

ℝ2 | 𝑥 = 𝑦})  و𝑓−1(0.1)   .را بیابید 

 

 به یک و پوشا های یک. نگاشت3. 3

:𝑓نگاشت  .  29.  3تعریف   𝐴 ⟶ 𝐵  بُرد  بهرا یک باشد،    𝑓یک گوییم، هرگاه هر عضو در  از دامنه  تنها یک عضو  تصویر 

 یعنی،  

∀ 𝑎.𝑎′ ∈ 𝐴.        (𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎′) ⟹ 𝑎 = 𝑎′) 

 طور معادل هر دو عنصر متفاوت از دامنه، تصویرهای متفاوتی داشته باشند، یعنی، یا به

∀ 𝑎.𝑎′ ∈ 𝐴.       (𝑎 ≠ 𝑎′⟹ 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝑎′)) 

 گوییم. دهیم و به آن اینژکشن هم میهم نمایش می 1-1نماد یک را با بهنگاشت یک

:𝑓نگاشت   .30.  3تعریف   𝐴 ⟶ 𝐵  ی  دامنهرا پوشا گوییم، هرگاه هر عضو در هم𝑓  تصویر یک عضو از دامنه باشد، به-

 ی آن با بُردش برابر باشد، یعنی،  دامنهعبارت دیگر هم

∀ 𝑏 ∈ 𝐵   ∃ 𝑎 ∈ 𝐴   𝑏 = 𝑓(𝑎) 

 یا 

𝑅𝑓 = 𝑓(𝐴) = 𝐵 

 گوییم.  یک نگاشت پوشا را بَرو یا سورجکشن هم می

:𝑓اگر  .  31.  3گزاره   𝐴 ⟶ 𝐵    یک نگاشت باشد و𝑅𝑓 ⊆ 𝐵
′ ⊆ 𝐵    یعنی( 𝐵′  شامل تصویر𝑓  آن )گاه  باشد𝑓: 𝐴 ⟶

𝐵′  .نیز نگاشت است 
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 یک تمرین ساده! اثبات.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تر کرد )عناصرش را کاهش داد( تا برابر با برد  را کوچکی آندامنهتوان هم ی بالا اگر نگاشتی پوشا نباشد، میبنا به گزاره

همین دلیل تاکنون  پوشا درنظر گرفت. بهتوان  دست آورد. پس هر نگاشتی را با این روش می نگاشت شود و نگاشتی پوشا به

 اید!  ی توابع، صفت پوشا را شنیدهکمتر درباره

 

یک )دوسویی(  بهارزی یا یک تناظر یکیک و هم پوشا باشد را نگاشت دوسویی یا همبهنگاشتی که هم یک.  32.  3تعریف  

های دوسویی از یک مجموعه به خودش یک جایگشت های جبر و ترکیبیات به نگاشتویژه در درسچنین بهگوییم )هممی

:𝑓گوییم(. اگر  از عناصر آن مجموعه نیز می 𝐴 ⟶ 𝐵    ،یک تناظر دوسویی باشد𝐴    و𝐵  با  را متناظر یا هم ارز گوییم و 

𝐴 ≡ 𝐵  دهیم. نمایش می 

𝑓:ℝتابع  .  33.  3مثال   ⟶  ℝ   ی  باضابطه𝑓(𝑥) = 𝑥2  برای هر ،𝑥 ∈ ℝباشد؛ زیرا از  ییک نمبه، تابعی است که یک

𝑓(𝑥)تساوی   = 𝑓(𝑥′)  توان لزوماً نتیجه گرفت  نمی𝑥 = 𝑥′عنوان مثال،  . به𝑓(1) = 1 = 𝑓(−1)    1اما ≠ −1  .

-از عناصر دامنه همیشه مثبت یا صفر هستند و کل اعداد حقیقی را نمی  𝑥2پوشا هم نیست؛ چون تصاویر    𝑓چنین  هم

𝑥2تصویر هیچ عنصری از دامنه نیست، یعنی،    1−پوشاند، مثلاً   ≠ 𝑅𝑓)پس    𝑓ی  در دامنه  𝑥برای هر    1− ≠ ℝ  اما با .)

دست آورد که توان بهت زیر میصوربهی آن( توابعی  )و حتی بدون تغییردادن ضابطه  𝑓ی  دامنهایجاد تغییر در دامنه یا هم

 یک یا پوشا باشند )این مطلب را بررسی کنید(. بهیک

  
𝑓1: ℝ

≥0⟶  ℝ

𝑥 ⟶ 𝑥2
               

𝑓2: ℝ
≥0⟶ℝ≥0 

𝑥 ⟶ 𝑥2
                          

𝑓3: ℝ ⟶ ℝ≥0

𝑥 ⟶ 𝑥2
                                 

 

 

 هاها و اعمال روی آن . تساوی نگاشت4. 3
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:𝑓دو نگاشت  . 34. 3تعریف   𝐴 ⟶ 𝐵    و𝑔: 𝐴′ ⟶ 𝐵′  ی برابر داشته باشند و تصاویر هر  را مساوی گوییم هرگاه دامنه

𝐴ها یکسان باشند، یعنی،  عنصر از این دامنه تحت هردوی آن = 𝐴′   و𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎)  برای هر ،𝑎 ∈ 𝐴 . 

های یکسان ممکن است برابر نباشند! مثلاً  ها هم لازم است، یعنی، دو تابع با ضابطهدقت کنید که شرط تساوی دامنه     

𝑓(𝑥)ی   تابع با ضابطه =
𝑥2−1

𝑥−1
𝑔(𝑥)با تابع      = 𝑥 + برابر نیست )بررسی کنید چرا و با چه     1 روی اعداد حقیقی 

 شرطی برابرند(. 

از همین فصل معرفی شدند، البته در تعریف   2باشند که در بخش  ها میال روی رابطهها همان اعماعمال روی نگاشت

عنوان مثال قضیه بعد ی حاصل نگاشت نیز باشد. بهها ممکن است شرایطی را اضافه کنیم تا پس از انجام هر عمل، رابطهآن

 نگاشت نیز باشد.  عنوان یک رابطه،ها بهها اجتماع نگاشتکند که تحت آنشرایطی را بیان می

:𝑓فرض کنید  .  35.  3قضیه   𝐴 ⟶ 𝐵    و𝑔: 𝐴′ ⟶ 𝐵′  که برای هر  طوریدو نگاشت باشند به𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐴′   داشته

𝑓(𝑥)باشیم،      = 𝑔(𝑥)صورت  . دراین𝑓 ∪ 𝑔: 𝐴 ∪ 𝐴′⟶𝐵 ∪ 𝐵′ .یک نگاشت است 

 تمرین.  اثبات.

 

نگاشت  36.  3تعریف   تعریف  همان  ها(.)اجتماع  در  که  چندضابطهگونه  این  نگاشت  در  بالا  قضیه  شرایط  دیدیم،  ای 

ای اجتماعی از چند نگاشت است و برعکس، درواقع با نمادهای قضیه قبل  پس هر نگاشت چندضابطهها برقرار است.  نگاشت

 داریم:

𝑓 ∪ 𝑔: 𝐴 ∪ 𝐴′⟶ 𝐵 ∪ 𝐵′ 

(𝑓 ∪ 𝑔)(𝑥) = {
𝑓(𝑥)    𝑥 ∈ 𝐴

𝑔(𝑥)    𝑥 ∈ 𝐴′
 

 باشد. ضابطه یکسان است، یک نگاشت می ها تصاویر دو که چون روی اشتراک دامنه

:𝑓اگر  ها(.  )ترکیب نگاشت   37.  3تعریف   𝐴 ⟶ 𝐵   و𝑔: 𝐵 ⟶ 𝐶 ها  دو نگاشت باشند، به کمک مفهوم ترکیب رابطه

 آید.  دست میصورت زیر بهتوان نگاشت جدید با این دونگاشت تولید کرد که بهمی

𝑔 ∘ 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐶                       

                         𝑎 ⟶ (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝑔(𝑓(𝑎))
 

𝑎برای هر  ∈ 𝐴 . 

𝑔)و    𝑎واسط برای ارتباط  𝑓(𝑎)درواقع  ∘ 𝑓)(𝑎) :است 

𝐴  −−⟶
𝑓

 𝐵 −−⟶
𝑔

𝐶                         

𝑎 ⟶
𝑓
𝑓(𝑎) = 𝑏 ⟶

𝑓
𝑔(𝑏) = 𝑔(𝑓(𝑎))

 

دهیم و  گوییم، یعنی ابتدا نگاشتی که سمت راست نوشته شده را اثر میست میگونه ترکیب را ترکیب از سمت رااین

ی خواص سپس نگاشت دوم از سمت راست را )در برخی منابع ممکن است ترکیب از سمت چپ تعریف شود که البته همه

 طور مشابه برای آن برقرارند.(.   به
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:𝑓اگر   𝐴 ⟶ 𝐵    و𝑔: 𝐴′ ⟶ 𝐵′  که بتوان  ندو نگاشت باشند، برای ای𝑔 ∘ 𝑓    را تعریف کرد، باید𝑓(𝐴) ⊆ 𝐴′  تا ،

𝑔) به شکل    ′𝐵واسطی یافت تا آن عنصر را به یک عنصر یکتا از    𝐴از    𝑎بتوان برای هر عنصر   ∘ 𝑓)(𝑎)  .در    مرتبط کند

 واقع:

𝐷𝑔∘𝑓 = { 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} 

که    𝑔و    𝑓جایی ندارد، یعنی برای دو نگاشت  خاصیت جابهها  توان فهمید که ترکیب نگاشتبا توجه به این تعاریف می

آن است،   ترکیب  ممکن  باشد،  شده  تعریف  𝑓ها  ∘ 𝑔 ≠ 𝑔 ∘ 𝑓به توابع  .  ترکیبات  مثال  𝑓(𝑥)عنوان  = cos 𝑥    و

𝑔(𝑥) = sin 𝑥 بررسی کنید.   روی اعداد حقیقی را 

نگاشت ترکیب  شرکتاما  خاصیت  میها  را  امکان  این  که  دارد  هم  دهد  پذیری  با  هم  را  نگاشت  دو  از  بیش  بتوان  که 

 ترکیب کرد. در واقع قضیه زیر را داریم.

:𝑓اگر  .  38.  3قضیه   𝐴 ⟶ 𝐵   و𝑔: 𝐴′ ⟶ 𝐵′   وℎ: 𝐴′′ ⟶ 𝐵′′ که    سه نگاشت باشند𝑓(𝐴) ⊆ 𝐴′   و𝑔(𝐴′) ⊆

𝐴′′ گاه داریم،  آن 

ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) = (ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 

 تمرین. اثبات.  

 

:𝑓فرض کنید   .39. 3قضیه   𝐴 ⟶ 𝐵   و𝑔: 𝐴′ ⟶ 𝐵′   دو نگاشت باشند که𝑓(𝐴) ⊆ 𝐴′صورت، . دراین 

𝑔گاه  یک باشند آنبهیک 𝑔و   𝑓( اگر 1 ∘ 𝑓 یک است.بهنیز یک 

𝑔گاه  پوشا باشند آن 𝑔و   𝑓( اگر 2 ∘ 𝑓 .نیز پوشا است 

𝑔گاه  دوسویی باشند آن 𝑔و   𝑓( اگر 3 ∘ 𝑓 .نیز دوسویی است 

 

 )حتماً بررسی کنید!(. تمرین اثبات.  

وارون(.  40.  3تعریف   نگاشت    )نگاشت  :𝑓گوییم  𝐴 ⟶ 𝐵  وارون( دارد  معکوس  یا  نگاشتی  وارون  هرگاه  است(  پذیر 

:𝑔مانند   𝐵 ⟶ 𝐴 که  طوریموجود باشد، به 

𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑𝐴            و𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑖𝑑𝐵 

ها لزوماً وارون ندارند )ببینید!(. همچنین ی نگاشتدید که همه تواندیگرند. میوارون یک  𝑔و   𝑓گوییم  می در این حالت 

نگاشت  می یکتای  وارون  بنابراین  کنید!(.  )ثابت  یکتاست  وجود  صورت  در  نگاشت  یک  وارون  که  کرد  ثابت  در   𝑓توان  را 

تصویر وارون یک مجموعه دیده  این نماد را قبلاً در تعریف  دهیم.  نمایش می  𝑓−1را با  کنیم و آنگذاری میصورت وجود نام

دامنه ناتهی باشد،  بودیم، دقت کنید که یک نگاشت ممکن است وارون نداشته باشد اما تصویر وارون تعدادی از عناصرِ هم

 ای دارند.پس این دو مفهوم تعاریف جداگانه

 دقت کنید که با توجه به تعریف داریم:

𝑓(𝑥) = 𝑦   ⟺   𝑓−1(𝑦) = 𝑥 
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 کند.  شرایط وجود وارون یک نگاشت را بیان می قضیه مهم بعدی 

:𝑓نگاشت  .  41. 3قضیه   𝐴 ⟶ 𝐵   وارون دارد اگر و تنها اگر𝑓 چنین اگر  یک و پوشا باشد. همبهیک𝑓   ،وارون داشته باشد

𝑓−1 یک و پوشاست.بهنیز یک 

 تمرین.  اثبات.

وارون قبلاً شرط  یکشاید  فقط  را  نگاشت  آن  بهپذیری  بودن  که هماندرنظر مییک  بود  این  دلیلش  که  گرفتید!  طور 

اش پوشا درنظر بگیریم، پس شرط پوشایی را بدون  دامنهتوانیم یک نگاشت را اگر پوشا نباشد با کوچک کردن هم گفتیم می

وجود وارون تری برای  صورت دقیقدر آخر فصل این شرایط به  22گرفتیم. در تمرین  که بگوییم فرض شده در نظر میاین

 اند. بیان شده

  

 ها ها و تصویر وارون آن. برخی خواص نگاشت5. 3

:𝑓فرض کنید  .  42. 3قضیه   𝐴 ⟶ 𝐵 صورت داریم: یک نگاشت باشد. دراین 

1)  𝑓(∅) = ∅. 

𝐴1برای هر  (2 ⊆ 𝐴2 ⊆ 𝐴،𝑓(𝐴1) ⊆ 𝑓(𝐴2) . 

𝐵1برای هر   (3 ⊆ 𝐵2 ⊆ 𝐵،𝑓−1(𝐵1) ⊆ 𝑓
−1(𝐵2)  . 

ℱمانند   𝐴های خواه از زیرمجموعهی دلبرای هر خانواده (4 = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ ، 

𝑓 (⋃𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

) =⋃𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

 

𝑓 (⋂𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

) ⊆⋂𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

 

 شود.ی شمول دوم به تساوی تبدیل مییک باشد، رابطهبهیک 𝑓چنین اگر هم

𝒢مانند   𝐵های خواه از زیرمجموعهی دلبرای هر خانواده (5 = {𝐵𝑖}𝑖∈ℐ، 

𝑓−1 (⋃𝐵𝑖
𝑖∈ℐ

) =⋃𝑓−1(𝐵𝑖)

𝑖∈ℐ

 

𝑓−1 (⋂𝐵𝑖
𝑖∈ℐ

) =⋂𝑓−1(𝐵𝑖)

𝑖∈ℐ

 

 

( نیز مشابه است و  5( و )4های )شوند. اثبات قسمتعنوان تمرین واگذار می( ساده هستند و به3( و )2( و )1موارد )اثبات.  

 کنیم.طور خلاصه بیان می( را به4لذا )

  خواه داریم:دل 𝑦برای هر   (.4)
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  𝑦 ∈ 𝑓 (⋃𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

)
تعریف تصویر 
⇔    ∃ 𝑎 ∈⋃𝐴𝑖

𝑖∈ℐ

    𝑦 = 𝑓(𝑎)   

                
تعریف اجتماع 
⇔     ∃ 𝑖 ∈ ℐ  𝑎 ∈ 𝐴𝑖 𝑦  و   = 𝑓(𝑎)   ،𝑎 برای یک. 

 تعریف تصویر  
⇔     ∃ 𝑖 ∈ ℐ   𝑦 ∈ 𝑓(𝐴𝑖)                 

تعریف اجتماع 
⇔     𝑦 ∈⋃𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

                             

 ی طرف دیگر است و لذا،  دوشرطی برقرارند، پس هر طرف تساوی مورد نظر زیرمجموعهصورت ی روابط بالا بهچون همه

𝑓 (⋃𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

) =⋃𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

.    

  خواه داریم:دل 𝑦طور مشابه برای هر برای اثبات قسمت دوم به

 

𝑦 ∈ 𝑓 (⋂𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

)
تعریف تصویر 
⇔    ∃ 𝑎 ∈⋂𝐴𝑖

𝑖∈ℐ

    𝑦 = 𝑓(𝑎) 

تعریف اشتراک 
⇔     ∀ 𝑖 ∈ ℐ  𝑎 ∈ 𝐴𝑖 𝑦  و   = 𝑓(𝑎)   ،𝑎 برای یک. 

 تعریف تصویر 
⇒     ∀ 𝑖 ∈ ℐ   𝑦 ∈ 𝑓(𝐴𝑖)  

تعریف اشتراک 
⇔     𝑦 ∈⋂𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

 

 جز خط سوم دوشرطی هستند. پس داریم: ها بهی گزارهدقت کنید که در فرآیند بالا همه 

𝑓 (⋂𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

) ⊆⋂𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

 

از   برای هر یک  اگر  باشیم𝐴𝑖در مورد عکس گزاره شرطی خط سوم، دقت کنید که  داشته  𝑦،  ها  ∈ 𝑓(𝐴𝑖)گاه  ، آن

𝑖برای هر   ∈ ℐ    عنصر𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖     موجود است که𝑦 = 𝑓(𝑎𝑖)    که𝑎𝑖  ی  با بقیه𝑎𝑗که  ممکن است برابر نباشد، حال آن  ها

برابر باشند    ها𝑎𝑖ی  یک باشد، باید همهبهیک  𝑓یکسان درنظر گرفته شده است. البته اگر   ،𝑎ها  ی آندر خط دوم  برای همه

 شود.   )بررسی کنید چرا!( که در این حالت این گزاره نیز دوشرطی خواهد بود و تساوی برقرار می
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 ها ضرب مجموعه. بازگشت به تعریف حاصل6. 3

𝑛یک مجموعه باشد و    𝐴گفتیم، اگر     2از فصل    4.  2ضرب دکارتی در بخش  طور که در تعریف حاصلهمان ∈ ℕ ∪ {0}  ،

𝐴𝑛 ی تمام   مجموعه𝑛-  های مرتب از عناصر  تایی𝐴 ای معادل برای  است. اکنون مجموعه𝐴𝑛   به کمک مفهوم نگاشت بیان

عضوی دلخواه،    -𝑛ی  ها از یک مجموعهی تمام نگاشتبا مجموعه  𝐴𝑛گشا خواهد بود.   کنیم که در بسیاری از مسائل راهمی

.1}،مانند   2. … . 𝑛}  به𝐴 یک است، یعنی، بهدر تناظر یک 

𝑔: {1. 2. … . 𝑛}  ⟶ 𝐴 }    .یک نگاشت باشد𝐴𝑛  ≡  {𝑔 | 

.𝑎1.𝑎2.𝑎3)مرتب   تایی-𝑛درواقع به هر   … .𝑎𝑛) ∈ 𝐴
𝑛  شود: نگاشتی به فرم زیر نظیر می 

𝑔: {1. 2. … . 𝑛}  ⟶ 𝐴

𝑔(𝑘) = 𝑎𝑘
  

.𝑎1.𝑎2.𝑎3)اُمین مؤلفه از  -𝑘به     𝑘یعنی هر عدد طبیعی   … .𝑎𝑛)    تصویر شود. برعکس برای هر نگاشت به فرم بالا

𝑛- مرتب    تایی(𝑎1.𝑎2.𝑎3. … .𝑎𝑛) ∈ 𝐴
𝑛  از همین فصل را ببینید(. 26و  25های عنوان مثال تمرینوجود دارد )به 

برای حاصلبحث بالا را در حالت کلی از مجموعهی دلضرب دکارتی یک خانواده تر  توان بیان کرد )تعمیم  ها میخواه 

 کنیم. اگر ها بیان میهای مرتب و توابع را برای تعداد متناهی از مجموعهداد(. ابتدا تناظر بین چندتایی

(𝑎1.𝑎2.𝑎3. … .𝑎𝑛) ∈ 𝐴1 × 𝐴2 × 𝐴3 ×…× 𝐴𝑛 

تایی    -𝑛توان در نظر گرفت و برعکس برای هر تابع شبیه تابع زیر یک  تایی مرتب تابع زیر را می  -𝑛گاه نظیر این  آن

 مرتب وجود دارد:

𝑔: {1. 2. … . 𝑛}  ⟶ 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ …∪ 𝐴𝑛
𝑔(𝑘) = 𝑎𝑘

 

𝑎𝑘که  به طوری ∈ 𝐴𝑘 بنابراین داریم:   .(وشتعریفی این تابع را بررسی کنید عنوان تمرین خ)به 

𝐴1 × 𝐴2 × 𝐴3 ×…× 𝐴𝑛 = { (𝑎1.𝑎2.𝑎3. … .𝑎𝑛)|  𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 .   𝑖 ∈ {1. 2. … . 𝑛} برای هر } 

𝑔: {1. 2. … . 𝑛}  ⟶ 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ …∪ 𝐴𝑛 } برای هر   که تابعیست𝑘  ،  𝑔(𝑘) ∈ 𝐴𝑘  .     ≡ {𝑔 | 

 

 تناظر دوسویی زیر را داریم:  𝑖∈ℐ{𝐴𝑖}ها مانند  خواه از مجموعهی دلبه روشی مشابه برای هر خانواده

∏𝐴𝑖 =

𝑖∈ℐ

{(𝑎𝑖)𝑖∈ ℐ| 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖 .    𝑖 ∈ ℐبرای هر }  

≡ { 𝑔 | 𝑔(𝑖) ∈ 𝐴𝑖  ،𝑖 یک نگاشت باشدکه برای هر 𝑔: ℐ ⟶⋃𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

} 

  

 از همین فصل بررسی کنید.  26و   25این تناظرها را نیز در تمرین 
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 ها . تمرین4

 

 صورت زیر باشد: ی اعداد طبیعی بهروی مجموعهای تعریف شده رابطه   ~( فرض کنید  1

𝑎 ~ 𝑏  اگر و تنها اگر 𝑎 + 𝑏 .زوج باشد 

 کند را بیابید. ایجاد می ℕی هم ارزی است؟ اگر هست افرازی که برای یک رابطه  ~آیا  

 ای تعریف شده بصورت زیر باشد: رابطه   ℜ( فرض کنید  2

ℜ ⊆ (ℤ × (ℤ ∖ {0}))  × (ℤ × (ℤ ∖ 𝑎𝑑اگر و تنها اگر   ℜ (𝑐, 𝑑) (𝑎, 𝑏)و     (({0} = 𝑐𝑏. 

 ی هم ارزی است. یک رابطه  ℜالف( نشان دهید  

 را تحت این رابطه مشخص کنید.  (3 ,3)و   (4 ,8)و   (3 ,1)عناصر  ب( کلاس هم ارزی 

کند )در واقع  هایی را توصیف میتوانید بگوئید این رابطه چه مجموعهج( آیا می
ℤ×(ℤ∖{0}) 

ℜ
ی معروفی  با چه مجموعه  

 ارز است(؟هم

تر این باشد که ابتدا یک  ارزی مثال بزنید )شاید راه حل ساده ی همخواه یک رابطهعضوی دل 10ی ( برای یک مجموعه3

 افراز برای آن در نظر بگیریم!(. 

𝐴ی ( مجموعه4 = {1. 2. 𝒫(𝐴)را در نظر بگیرید. روی  {3 −  کنیم: عریف میصورت زیر ترا به ~ی رابطه {∅}

برابر   𝑌با کوچکترین عنصر  𝑋اگر و تنها اگر کوچکترین عنصر    𝐴،𝑋~𝑌از    𝑌و  𝑋ی ناتهی  برای هر دو زیرمجموعه

 باشد. 

 ارزی است و اگر هست، افراز نظیر این رابطه را بدست آورید. ی همرابطه یک ~بررسی کنید که آیا  

 

.2}ی ( بررسی کنید آیا مجموعه5 3. 4. 6. 18. طور جزئی )و  ی بهی شمردن )عادکردن( اعداد یک مجموعهبا رابطه {24

 کلی( مرتب است؟

های بازتابی، تقارنی )یا پادتقارنی( و تعدی را داشته باشد، ویژگی سوم را هم خواهد  (  آیا هر رابطه که دوتا از ویژگی 6

 باشد یک مثال بزنید. داشت؟ برای هر حالت که این گزاره درست نمی

ارزی است. آیا این  ی همهم یک رابطه  𝑅−1گاه  باشد، آن   𝐴ی  ارزی روی مجموعهی همیک رابطه  𝑅( ثابت کنید، اگر  7

 ی ترتیب جزئی و کلی هم برقرار است؟  مطلب برای رابطه

رابطه8 تعداد  روی یک مجموعه  ( چه  بازتابی  از خاصیتتوان  عضوی می  𝑛ی  با خاصیت  با هر یک  آیا  کرد؟  های  تعریف 

های ممکن برای توانید تعداد افرازآیا میدست آورید؟  توانید تعداد روابط را بهارزی هم میتقارنی یا پادتقارنی یا ترایایی و هم

 باره پژوهش کنید!( عضوی را بیابید؟ )در این 𝑛ی یک مجموعه

از    𝑛ی  یک مجموعه  𝐵عضوی و    𝑚ی  یک مجموعه  𝐴( فرض کنید  9 باشد. چه تعداد نگاشت  توان می  𝐵به    𝐴عضوی 

ها دوسویی هستند؟)در هر مورد شرایط لازم برای  یک هستند؟ چه تعداد از آنبهها یکتعریف کرد؟ چه تعداد از این نگاشت
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𝑚    و𝑛    را در نظر بگیرید؛ مثلاً اینکه در حالت نگاشت دوسویی خود به خود باید𝑚 = 𝑛  تعداد اخیر چه ارتباطی با تعداد )

از  نگاشتتوانید تعداد  آیا می  شیء دارد و چرا؟  𝑛های  جایگشت پوشا  به  𝐵به    𝐴های  آورید؟را  ایندست  پژوهش  )در  باره 

 کنید!( 

 صورت نشان دهید: باشد. دراین  𝑋ی خواه روی مجموعه ی دلیک رابطه 𝑅( فرض کنید  10

𝑅الف(  ∪ ∆(𝑋)  ی بازتابی روی  ترین رابطهکوچک𝑋   و شامل𝑅   است )این رابطه را بستار انعکاسی یا بازتابی𝑅  

 گویند(. 

𝑅ب(  ∪ 𝑅−1  ی متقارن روی ترین رابطهکوچک𝑋   و شامل𝑅   این رابطه را بستار تقارنی( است𝑅  .)گویند 

∞𝑅ج(    = ⋃ 𝑅𝑛∞
𝑛=1 ی بازتابی روی ترین رابطه کوچک𝑋   و شامل𝑅    است )این رابطه را بستار متعدی یا ترایایی

𝑅  .)گویند 

 دست آورید. به 22. 3از مثال  𝑅ی د( هر سه بستار بالا را برای رابطه

 

𝑆)صورت نشان دهید،  خواه باشند. در اینی دلدو رابطه 𝑆و   𝑅( فرض کنید  11 ∘ 𝑅)−1 = 𝑅−1 ∘ 𝑆−1. 

گذاری را بدانید به این فکر کنید که عکسِ  که علت این نامی کفش و جوراب موسوم است. برای این)این تساوی به قاعده

 عمل پوشیدن جوراب و سپس کفش چیست!(

𝑅باشد که همزمان هم متقارن و هم پادمتقارن است. نشان دهید   𝐴یک رابطه روی  𝑅( فرض کنید   12 ⊆ ∆(𝐴).   پس

𝑅ارزی غیر قطری ترتیب جزئی نخواهد بود، یعنی  ی همیک رابطه ⊆ ∆(𝐴). 

𝑓: 𝐴( فرض کنید  13 ⟶ 𝐴   یک نگاشت باشد. اگر𝑓 ⊆ 𝐴 × 𝐴   عنوان یک رابطه در نظر گرفته شود )هر تابع یک  به

 دهید: رابطه است( نشان 

 تابع همانی باشد.   𝑓ویژگی بازتابی را دارد اگر و تنها اگر   𝑓الف( 

𝑓ویژگی تعدی را دارد اگر و تنها اگر   𝑓ب(  ∘ 𝑓 = 𝑓. 

 ها در حالت کلی مقایسه کنید.  در مورد رابطه  24. 3 ج( قسمت )ب( را با قضیه

را  𝜒𝐴Δ𝐵و   𝜒𝐴−𝐵و   𝜒𝐴∪𝐵و   𝜒𝐴∩𝐵های توابع باشند. ضابطه 𝑋ی  از مجموعه دو زیرمجموعه𝐵 و 𝐴( فرض کنید  14

 دست آورید. به 𝜒𝐵و   𝜒𝐴ها و توابع  نوشته و تلاش کنید ارتباطی بین آن

ℝروی  𝜒ℤایِ  توانید یک تک ضابطه برای نگاشت دوضابطه( آیا می15 − چطور)تلاش کنید از  ℝبیابید؟ روی   (0.1]

 اید استفاده کنید!(؟  نگاشت جزء صحیح و خواص آن که در ریاضی عمومی دیده

توان روی این تابع یک و پوشا بودن بررسی کنید. اگر لازم است چه شرایطی میبه(، یک7) 28. 3ی ( برای تابع نکته16

 یک یا پوشا باشد؟ بهگذاشت تا یک
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یک یا پوشا هستند؟ با اطلاعات ریاضی عمومی بررسی کنید  بههای زیر نگاشت یکبا ضابطه های داده شده ( آیا رابطه17

شود. آیا  یک یا پوشا بهدامنه ممکن است تبدیل به یک تابع یکهرکدام )اگر لازم است( با چه شرایطی روی دامنه یا هم

 دست آورید؟های این دو تابع را بهتوانید ترکیبمی

الف(                  
𝑓: ℝ2⟶ℝ2 

𝑓(𝑥.𝑦) = (𝑟.𝜃)
 

 که در آن:

                          {
𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2

𝜃 = tan−1(
𝑦

𝑥
)

 

 

ب(                    
𝑔: ℝ2⟶ℝ2 

𝑔(𝑟.𝜃) = (𝑥.𝑦)
 

 که در آن:

 {
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃
𝑦 = 𝑟 cos 𝜃

                                         

 

 اید.( )این دو رابطه همان تبدیل مختصات دکارتی به قطبی است که در فیزیک عمومی و ریاضی عمومی دیده 

 

:𝑓( تابع  18 𝐴 ⟶ 𝐴   و𝑋 ⊆ 𝐴   .را در نظر بگیرید𝑋 ی ناوردا یا پایا تحت را یک زیرمجموعه𝑓  نامیم هرگاه  می

𝑓(𝑋) ⊆ 𝑋  . 

 ی اعداد زوج تحت این تابع پایا نیست.  زیر پایاست اما مجموعهی اعداد فرد تحت تابع الف( نشان دهید مجموعه

𝑓: ℕ ⟶ ℕ 

𝑓(𝑛) = 2𝑛 + 1
 

𝑛برای هر                                                                   ∈ ℕ. 

 پایا باشد.     3ی اعداد مضرب ب( تابعی غیرهمانی روی اعداد طبیعی بیابید که تحت آن مجموعه

 ای بیابید که تحت تابع  زیر پایا باشد )تلاش کنید بیابید!(؟  ید مجموعهتوانج( آیا می

𝑔: ℝ ⟶ ℝ 

𝑔(𝑥) = sin 𝑥
 

𝑥برای هر                                                                   ∈ ℝ. 

و   ℤ، بیابید؟ بین  ℤی اعداد صحیح،   ، و مجموعهℕی اعداد طبیعی،   ( آیا می توانید تابعی دوسویی بین مجموعه19

 دست آورید. به  هم [0.1)ی  ، و بازهℝی اعداد حقیقی،  ، چطور؟ تابعی دوسویی بین مجموعهℚی اعداد گویا،  مجموعه

های بعدی  وجود دارد؟ چرا )در مورد این موضوع پژوهش و جستجو کنید، اگرچه در بخش ℝو   ℕآیا تابعی دوسویی بین  

  البی خواهیم دید(؟باره مط در این
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کنید  20 فرض   )𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵  دراین باشد.  نگاشت  اگر  یک  خانوادهبهیک  𝑓صورت  هر  برای  باشد،  دلیک  از  ی  خواه 

ℱمانند   𝐴های زیرمجموعه = {𝐴𝑖}𝑖∈ℐ  :داریم ، 

𝑓 (⋂𝐴𝑖
𝑖∈ℐ

) =⋂𝑓(𝐴𝑖)

𝑖∈ℐ

 

 ( را ببینید!(. 4) 42. 3یادآوری قضیه باشد )جهت با یک مثال بررسی کنید که تساوی در حالت کلی برقرار نمی

 

:𝑓( فرض کنید  21 𝐴 ⟶ 𝐵   خواه باشد و  یک نگاشت دل𝐴′  و 𝐴′′  از    دو زیرمجموعه𝐴  چنین   و هم𝐵′   و 𝐵′′    دو زیر

 صورت:. دراینباشند  𝐵مجموعه از  

′𝑓−1(𝐵الف( نشان دهید   − 𝐵′′) = 𝑓−1(𝐵′) − 𝑓−1(𝐵′′)   و از آن نتیجه بگیرید برای هر𝑌 ⊆ 𝐵  ،داریم 

.𝑓−1(𝑌𝑐) = 𝑓−1(𝑌)𝑐 

آیا   کنید  بررسی  ′𝑓(𝐴ب(  − 𝐴′′) ⊆ 𝑓(𝐴′) − 𝑓(𝐴′′)   یک؟ با شرط  آیا  بودنِ  بهچرا؟  است؟   𝑓یک  برقرار  تساوی 

′𝑓(𝐴اگر    𝐴از  ′′𝐴 و   ′𝐴برعکس اگر برای هر دو زیر مجموعه   − 𝐴′′) = 𝑓(𝐴′) − 𝑓(𝐴′′)  توان نتیجه گاه آیا میآن

 یک است؟ بررسی کنید. بهیک  𝑓گرفت که  

 

:𝑓( گوییم نگاشت  22 𝐴 ⟶ 𝐵    وارون یا معکوس راست دارد هرگاه نگاشتی مانند𝑔: 𝐵 ⟶ 𝐴  طوریموجود باشد، به-

 که 

𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑖𝑑𝐵 

:𝑓نگاشت  طور مشابه همانی شود(. به 𝑓از راست با   𝑔)یعنی ترکیب   𝐴 ⟶ 𝐵   را دارای وارون یا معکوس چپ گوییم

:ℎهرگاه نگاشتی مانند   𝐵 ⟶ 𝐴  ،موجود باشد که 

ℎ ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑𝐴 

 نشان دهید:    همانی شود(. 𝑓از چپ با   ℎ)یعنی ترکیب  

 پذیر است. وارون  𝑓گاه وارون چپ و راست آن برابرند و لذا  دارای وارون چپ و راست باشد، آن 𝑓الف( اگر نگاشت  

 یک باشد. بهیک 𝑓دارای وارون چپ است اگر و تنها اگر نگاشت   𝑓ب( نگاشت  

 پوشا باشد.  𝑓دارای وارون راست است اگر و تنها اگر نگاشت   𝑓ج( نگاشت  

 د( قسمت )الف( را به کمک )ب( و )ج( ثابت کنید. 

 

:𝑓( فرض کنید  23 𝐴 ⟶ 𝐵   و𝑔: 𝐶 ⟶ 𝐷   دو نگاشت باشند و𝑓 ∘ 𝑔  د. تعریف شده باش 

𝑓الف( اگر  ∘ 𝑔  یا پوشا( باشد، آنبهیک( توان گفت که هر کدام از  گاه آیا مییک𝑓   یا𝑔 است؟بهنیز یک )یک )یا پوشا 
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𝑓پوشا و   𝑔 ب( اگر ∘ 𝑔 گاه نشان دهید هردو نگاشت  دوسویی باشد، آن𝑓   و 𝑔چنین با یک مثال  دوسویی هستند. هم

 توان آن را از فرض حذف کرد(. لازم است )یعنی نمی  𝑔نشان دهید که شرط پوشایی  

:𝑓( فرض کنید  24 𝐴 ⟶ 𝐵   یک تابع باشد و𝐴   و𝐵 ی متناهی با تعداد عضو یکسان باشند )مثلاً هر دو  دو مجموعه𝑛 

 پوشا باشد.  𝑓یک است اگر و تنها اگر  بهیک 𝑓عضوی باشند(. در این صورت 

دکارتی  به(  25 حاصل ضرب  برای  معادل  تعریف  توابع، مجموعه  𝐴کمک  برحسب  هم   𝐴0ی  در خودش  بیابید.  چنین را 

𝐴را برای   𝐴2ارز با   ی توابع هممجموعه = {𝑎.𝑏.𝑐} دست آورید و توضیح دهید که هر نگاشت نظیر کدام عنصر از  به𝐴2   

 است.

𝑘( اگر برای هر  26 ∈ ℕ   ،داشته باشیم𝐴𝑘 = [−1/𝑘. 1/𝑘] ی توابع متناظر باگاه مجموعهآن  

∏𝐴𝑘
𝑘∈ℕ

 

 هم کمک بگیرید(.  2فصل  49توانید از تمرین را بیابید )می

 

گوییم که به هر   𝐴روی    تایی-𝑛را یک عمل    𝑓: 𝐴𝑛⟶𝐴  تابع مانندی ناتهی باشد. هر  یک مجموعه  𝐴( فرض کنید  27

𝑛-  تایی از عناصر𝐴    یک عنصر یکتا از𝐴  .28.  3عنوان مثال توابع جمع و ضرب تعریف شده در نکته  به  را نظیر می کند  

 باشند یا خیر. هستند. بررسی کنید هر یک از روابط زیر عمل دوتایی می ℝ(، اعمالی دوتایی روی 6)

 الف(

− ∶  ℕ × ℕ ⟶ ℕ                                           
(𝑥. 𝑦) ⟼ 𝑥 − 𝑦            

(عمل تفریق دو عدد  )         

 

 ب(

𝑚𝑖𝑛 ∶  ℕ × ℕ ⟶ ℕ                                           
(𝑥. 𝑦) ⟼ min{𝑥 . 𝑦}            

(مینیمم دو عدد )         

 

 ج(

⊕: ℤ𝑛 × ℤ𝑛  ⟶  ℤ𝑛
𝑥̅ ⊕ 𝑦̅ = 𝑥 + 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

(𝑛  جمع  دو عدد  به پیمانهی)
 

 

 د(

𝑓: ℝ × ℝ ⟶  ℝ
(𝑥.𝑦) ⟼ 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦
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عضوی از اعداد حقیقی یا    2ی  توانید یک مجموعهقبل، آیا می( الف( با توجه به تعریف عمل چند تایی در تمرین  28

عضو چطور )دقت کنید که عمل    5و     3مختلط بیابید که عمل ضرب اعداد روی آن یک عمل دوتایی باشد؟ مجموعه با  

موعه های اعداد خاصیت یکتایی تصویر را دارد، پس برای اینکه روی یک مجضرب اعداد به عنوان یک رابطه روی مجموعه

 است بسته بودن آن مجموعه را نسبت به آن چک کنیم(؟تابع و در واقع عمل دوتایی باشد، کافی

می آیا  مجموعهب(  زیر  دو  مجموعهتوانید  از  سره  که  ی  بیابید  صحیح  اعداد  عناصر ی  از  یک  هر  در  را  اولی  عناصر 

 یک تابع برای انجام این عملیات بنویسید.  ی دوم بدست آید؟کنیم، دوباره عنصری از مجموعهضرب می ی دوممجموعه

)𝑓و    𝑓(2)باشد یا خیر. مقادیر  ی اعداد حقیقی میی زیر یک تابع روی مجموعه( بررسی کنید که آیا رابطه29
1

4
و    (

𝑓(−
1

2
 را بیابید.  𝑓−1(1)چنین و هم (

𝑓(𝑥) =  {
2𝑥 − 3𝑥2                   𝑥 ≥ 1
cos 𝜋𝑥                0 ≤ 𝑥 ≤ 1
4𝑥2 − 2𝑥 + 1          𝑥 ≤ 0

 

 

 ( تابع بودن، یک به یک بودن و پوشایی هر یک از روابط زیر را بررسی کنید. 30

 الف( 

𝑓: (0.1) ⟶ (−1.1)  
𝑥 ⟼ 2𝑥 − 1

 

 ب( 

𝑔: (−1.1) ⟶ ℝ  

𝑥 ⟼ tan(
𝜋𝑥

2
)

 

 (پ

 
ℎ: 𝑄 ⟶ ℕ ×ℕ  
𝑥

𝑦
⟼ (𝑥.𝑦)   

𝑄که در آن  = {
𝑥

𝑦
 |  𝑥. 𝑦 ∈ ℕ   .ب. .م .𝑥) م 𝑦) = 1} . 

 

 (ت

𝑘: ℕ × ℕ ⟶  ℕ
(𝑥.𝑦) ⟼ 2𝑥3𝑦
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 ث(

𝑙: ℕ × ℕ ⟶  ℕ
(𝑥.𝑦) ⟼ 2𝑥−1(2𝑦 − 1)

 

 

 توجه کنید(  29بیابید؟ )به قسمت های )الف( و )ب( در سؤال  ℝبه   (0.1)( آیا می توانید تابعی دوسویی از 31

 

ها در نظر  زیرمجموعه بودن )شمول( را بین آنها داشته باشیم و رابطه خواه از مجموعهی دل ( فرض کنید یک خانواده32

ها زیرمجموعه دیگری است، درستی  بگیرید. اگر منظور از قابل مقایسه بودن دو تا از این مجموعه ها این باشد که یکی از آن

کنید  گزاره های زیر را بررسی کنید. برای هریک که به نظرتان نادرست است مثال نقض بزنید و اگر که درست است تلاش 

 را ثابت کنید. آن

ها یکی هست که شامل  گاه در بین این مجموعههای این خانواده با هم قابل مقایسه باشند، آنالف( اگر هر دوتا از مجموعه

 همه باشد و یکی هم که مشمول در هم باشد وجود دارد )یعنی این خانواده نسبت به رابطه شمول ماکزیمم و مینیمم دارد(.

ها( قابل مقایسه باشد،  ی آن ها )نه لزوماً با همههای این خانواده با یک یا چند تا از دیگر مجموعهیک از مجموعهب( اگر هر 

 ها یکی هست که شامل همه باشد و یکی هم که مشمول در هم باشد وجود دارد.گاه در بین این آنآن

ها  ی دیگری که بتوان با آنند که از هر مجموعههایی موجودها همواره مجموعهث( در یک چنین خانواده از مجموعه

ی دیگری که بتوان با  هایی موجودند که از هر مجموعهطور مشابه همواره مجموعهاش کرد کوچکتر باشند )و نیز بهمقایسه

 اش کرد بزرگتر باشند(. ها مقایسهآن

 

 

ار داده ایم )در هر خانه نام فرد به همراه عدد  خواه قربا ترتیب دل  10×10نفر را در یک جدول  100( فرض کنید وزن 33

گردیم  ترین فرد میها به دنبال سبککنیم و در بین آنترین افراد را مشخص میوزن او(.  در هر سطر این جدول سنگین

ها  آنکنیم و در بین ترین افراد را مشخص میوزنترینِ سنگین وزنان(! همچنین در هر ستون این جدول سبک)یعنی سبک

ترینِ سبک وزنان(! بررسی کنید آیا وزن این دو نفر لزوماً یکی است؟  گردیم )یعنی سنگینترین فرد میبه دنبال سنگین

کم یک مثال بزنید. اگر هم پاسخ  خودشان چطور! آیا ممکن است هر دو، یک نفر باشند؟ اگر پاسخ شما مثبت است دست

ای مشخصی بین وزن رای آن مثال نقض بزنید و بررسی کنید چه ارتباط اندازهشما به این هر یک از سوالات منفی است، ب

 این دو نفر ممکن است وجود داشته باشد؟  

 


